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PREFACE, 



ET Qui^çage fS^ |vii|icipalqiti]ent( de^tin^ aux 
jjçiu^es gem ;qujl;^#9^nt> pOMr ontite a TJ^oofe 
PplytechB^kjuç. TL\ e»t >e,]rM>H9t des leçons que 
]'ai données BUf^rf^çi^^À fl'f^cjçAe . ceUUiafe d^ 
rOijie, (^t jl fijt.cçppççé ppijLR m<^ élères. La 

ilfiçna ^p||a. Çî^ét^Q «9l4)^tîque. - J'fflilsiida 
par cette dçnp|#;iî4)l;L9li! J^:9ttamère!d'appliq^ 
FA^ébre^ la^QéQmé.l^^^ de 

cpmtiiQicticg|s p9rUoaUi9il€)9. qv'jlfiittli Tàiâcr 

^^ . g^néfplgs qpç JUgrange: et Monge ! «itt 
j les . p|re(Kiiff:».,j^t jçoipin^^^ 

miçfii ^ Mathéni^tiqfi^. Insirvit par les émU 
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VJ PRÉFACE. 

et par les leçons de ces professeurs célèbres, et 
pénétré des avantages^ que les élèyes peuvent en 
recueillir, j'ai cherché à les répandre, en pré* 
sentant les Élémens de la Géométrie analytique 
dans un ordre facile à suivre , et sous 1^ forme 
la plus abrégée el la plus simple qu'ils pussa;it 
avoir. Je m'estimerai heuireux si ce petit bu- 
vrage, après avoir été utile aux^ëlève», "^dbrine 
naissance à quelque autre plus parfait, auquel 
je serai le premier à applaudir. 

Pour qu^un livre élémentaire^ dix genre dé 
celui-ci atteignit' parfaitement lé -but auquelil 
est destiné, il fendrait que les prbpt>tttions s'y 
trouvassent disposées dans Torche Fe plus na- 
turel, et que les démonstrations y fussent pré-^ 
sentéês avee toule la clarté , Téléganee et la sîm< 
pHcité dont elles sont susceptibles/Mâisced^té 
deper^ciion jdôàtois doits*èffî>rcer d'approchèv, 
est beaucoup plus difficile à atteindre qu^on ne fe 
ispoit communément; et les àmélibrkâdnssdcce^- 
sives qu'^dnt apportéesà leurs ouv ra^s léshbmmes 
ctistlilgués qui ont écrit- depuis 9ii^gt àh's-^ùf lés 
élémens des Mathématiques, sont uftte'pfeuve sef^- 
sible d^ cette vérité. Aussi j'aî ^oujôtà:s été per- 
suadé qu'un livre élémentaire lie peûli'ét^é' juge 
'^uepar l'êxpérienee) qu'il fauff, ]pôur àittèidire, 



PRÉFACE. YÎ) 

l'esSa^rer sar l'esprit des élèves, el: vérifier par 
cette épreuve k bonté .des. méthodes que Ton a 
choisies. Le seul moyen de perfectionner un ou- 
vrage de ce genre est donc de recueillir, et même 
de rechercher avec le plus grand soin , les re- 
marcpies de ceux qui l'ont enseigné. C'est ce 
que j'ai fait pour celui-ci, et je dois beaucoup 
derecomiaissanceaux professeurs qui m'ont bien 
voulu aider à l'au^âioTer successivement. 

Leurs conseils , et mes propres réflexions , m'a- 
vaient depnis long-temps fait sentir la nécessité 
de m'étendre plus que je ne l'avais fait sur la 
construction des expressions algébriques , et sur 
l'application de l'Algèbre aux problèmes de 
Géométrie déterminés. Mais la difficulté de bien 
remplir cette tâche, et je l'avouerai, d'autre» 
occupations plus obligées, ou plus attrayantes, 
m'avaient fiiit difierer pendant long-tempsàm'en 
acquitter; c'est ce qui a retardé cette nouvelle 
édition, qui m'était demandée depuis plu- 
sieurs années. Enfin , j'ai tâché de réparer ici 
cette omission par une addition assez étendue 
aux préliminaires. J'ai cru aussi devoir ne plus 
passer sous silence les propriétés des pôles et des 
lignes polaires considérées d'abord par Monge, 
et auxquelles les auteurs des Annales de Mathé- 
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Viiî PRÉFACB. 

ouitîques t>Dt'doiuiii^^es développéitiHeiis analy^ 
tiqueà si r^égàosli Eofioi fiÂ' tnodâfié ia mànièhe 

trop partieuliiàseV-^'^i*<'P'^<^D^i?U<in^9 dont 
j'aTâb; fir^ààfl;é;.la' fiirmatioûr'Mies-'sectioiis du' 
cQixe dai^si les iédikioQft ipréfcéde&tos^k ^Oa ' trou*-' 
v«va; }e â*ûi&^4^e2.positîoh brplits.^împle de cette 
focmatiou^ ;d«bs jdue .iit$4e{({HQj»:dDiài m'imm 

deê ponta«t;i)b9to9é<»^rei)qttë»f'aiiiàaééée pbge 

J'attfaîs toulu pouvoir terminer ce petit où-^ 
vrage par q^^l<|M^s içxf^pl^a^.biea choisie sur 
rappUcaltii^Q de T A)g^ifç aux pr<d^lèmëB dëpen*- 
daaas des lieux géom^triql^â./I^e temp» He itf e YisL 
pfis periob;; majyi j'f|5{|f^ être ea eut de lé fàir« 
daj:iS;ime é4li4P4.9.c<îvi(nte> siiceUe-ci'n'eât paA- 

ladem^^* 
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CHAPITRE PREMIER. 

Exposition des principes sur lesquels se fonde 
ïappliciUion de V Algèbre à la Géométrie. 
Procédés généraux par lesquels on peut 
constivire géométriquement les expressions 
algébriques. 

!• Ju'AiiGEiiEs est une langue qui ^^ représentant les 
quantités par des caractères et les opérations par 4cs 
signes convenus y sert à exprimer généralement les 
relations cpii doiyent exister entre les données et les 
inconnues d'un problème quelconque, pour que les 
conditions imposées par ce problème soient satisÊiites. 
Peu importe que ces données et ces. inconnues soient 
des nombres, comme dans les problèmes d' Arithmé- 
tique, ou des mouTemens et des masses, comme dans 
les questions de Mécanique, ou enfin des lignes, des 
surfaces et des solides , comme dans les recherches de 
Géométrie. 11 suffit que les relations qu'elles doiyent 
ayoir les unes avec les autres , puissent être définies et 
réduites à des opérations calculables, pour que l'Algèbre 
'j^ Èdit. 1 



d^ Cd>)8TBV«TION- 
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soit apte à les exprimer. En effet, lorsque cette réduction 
rst praticable^ la question proposés $e trouve par oela 
jokème ne pas dépenchre de la nature géométrique, phy- 
slque^ ou mécanique , des élémens que l'on combine , 
mais seulement des refcitiéné mutuelles établies entre 
eux par addition, soustraction, division, ou toute autre 
opération de calcul. D'où il suit que si, datis chaque 
espèce dp quantités que l'on combine, soit ligne, sur- 
face, solide, ou masse, on en choisit une à yolonté pour 
servir d'unité dans son espèce, toutes les autres que 
l'on doit combiner ensuite , soit entre elles , soit avec 
eelle-là ni^ei n^SQqt.pIiis quqd^ collection» diverses 
de l'unité première; de sorte que toutes les relations 
calculables auxquelles on les assujettit,, sont réellement 
cfes pr6blètales de nombres; et voilà pourquoi l'Algèbre 
s^apl^llque toujotfrs de la. même manière , quelle que 
â)tt 1^ HêXnté ab^Itite dès quantités ainsi o<»nparées. 

}ji« vl^TjBpMèi^ chps^ à &ÛQ pour appliquer FAlgèbré 
a la résolution des problèmes de Géométrie linéaire, 
doit donc être de concevoir une certaine longueur 
linéaire, que Ton prend pour unité de toutes les autres 
loûgttèors. AldrsceUès-ci se trouvent toutes représentées 
par desoiOmbres entiers ou fractionnaires , rationnels ou 
irrationnels ; et l'on peut faire sur elles toutes les opé- 
l'atîoits dé P Arithmétique. Ainsi, oti peut les concevoir 
ajoutée ensemible, ou retranchées les* unes des autres; 
multipliées en^e elles ou divisées ; et c?est seulement 
90UÀ te point de rue que Fou peut attribuer un sens à 
de téDéi op^atiôns , lor^u'dn lès suppose pratiquées 
sur des longueurs. 

à. li^dditiiOn et la soustràdtiôn des lignes s'exprime 
àliisi sans aucune difficulté. Cà^r si Pon a, par exemple, 
deux lignes données dont les longueurs représentées 
ainsi numéri<|uement soient a et ft, et que Pan demande 
ujae toingueilr égate à leur somme; en représentant 



' DES ExntssflODoits algAbriqttxs. 3 

eette ihoaénée par x, àa a»ra par Vémmcè èg cAte 

com^ïtMin même , 

xcsu + bf 

ce qui permet de calculer arithméf iquetneiit la valeur 
Bamérique de x lorsque les râleurs numériques a et b 
seront données. Connaissant ainsi le rapport x de la 
ligne clmèbéé à k longueur jnrise pour unité, l'on en 
déduira cette ligne elle-môfne. 

Mais on pourrait aussi résoudre la questionr proposée 
géométriquement en construisant une ligne égale à la 
somme des deux lignes doniiées. Cest encore œ que 
notre équation indique. En effet ^ désignons par A la 
longueur absolue et géométrique de Ta ligne qui a été 
choisie arbitratrem^i t pour unité de longueur ; et refsé- 
sentons de même par A., B, JL, les losigneurs absolues 
des deux lignes données et de celle qui doit être ^ale 
à leur somme. Alors les valeurs numériques a, b, x, 
d'après.leur dé^nition méme^ seront lesi:appQrts de ces 
trois ligues à la première A^ c'est-à«dire qu'on aura 

A « B X 

X ' A * A 

Ces expressions étant substituées au lieu de a^ &, x,^ 
dàos Téquâtion qui renferme l'énoncé du proUëme^ 
A disparaît, comme étant dénominateur commun des 
deux membres, et il reste 

Û^eh Von voit que, ]^r o&tenîir k lij^ dhe^liée, il 
suffira de porter les éèox kitigiMsurâ A et'B^àla suite 
Tune de l'autre sur une mêtue droite, comhiè lé' tëpré^ 
sente la % 1, o& AB est A, Wb, 6 ^ et AD la'lîgnè ^hér-^ 
chée X. Interpréti»r ainsi une (exprésèiôu aïiàljrtiqiie dé 
mamëre à en déterminer Finconnuepacr tine'eonétttiction 
de Géométrie , c'est ce ^ukin- appcBe^ ttt Tonsirùitt. '" 



4. CONSTBVCTKtti 

• La sbvsltadâon des lignes i s'opère aussi shiqpleiiictot 
que l'addition. Soit a la valeur numérique de la plus 
grande des deux lignes , b la valeur numérique de la 
pluspetite.9 et :c leur différence demandée;, oxi ^ura 

expression qui servira pour calculer «rithmétîqnement 

la valeur numérique de cette différence lorsque a eit b* 

sercmt données. Mais on pourra aussi construire cette 

différence géométriquement, en substituant , comme 

tout.a. rheune, aux valeurs numériques a, by x, les 

4 B X 
rapports — 9 -^ f '^ ^^^ lignes correspondantes ,_ avec 

l'unité de longueur ; car, par cette substitution , la lon- 
gueur À di^arak encore d'elle-même, et il reste 

X = À — B; 

relation entre les longueurs absolues et géométriques 
des trois lignes , par laquelle on voit que Ton obtiendra 
la ligne X en portant la longueur B sur la longueur A , 
non plus à la Sjuite Tune de^Fautre comme tout à Pbeure , 
mais en sens- contraire, et à partir de la même origine » . 
comme le représente la fig. a, ou AB est A^ BD, B» 
et AD, X, ou la ligne cbercliée... 

En comparant cette construction à celle de la question 
préoédente ,on voit que, par la nature des opérations 
mêmes , la direction de la ligne B]> ou B s'est intervertie 
relativement à, .la ligne A, )prsqa<e le signe qui affectait | 

ii^ valev^ q^nftérique de cette ligne 6 a changé et a passé 
du positt£{|U Pf^atif. Cette-Analogie entre les inversionf, 
dp ppa^tion d^ lignes et les eha^igeinçns de signe des 
let:tres..qui, exprimant leurs valeurs numériques, se 
rçtrouve ço^tipi^ellement dans l'application de l'Al- 
gèbre .à, la Oço^étîrie ^ et.eOç ^ devient méme.d'.une 
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inàispetitMe- nécessîlé: pour que to^let lés ^uetiions 
géométriques susceptibles d'un même éoonoé.^ et qui 
diffëreut seulement p«r les longueurs ou les situatioos 
relatives des ïtgues dont elles dépeud^^ut, putsMit étve 
exprima p^r uiie seulç et même équation. C^ ge 
que nous démontrerons bientôt d'une manière générale. 
Mais j'ai voulu^ profiter dû premier exemple de" ces 
rapports , entre Les positions, 4les lignes et Içs sîgpiçs 
qui affectent leurs. T.alemrs numériques, pour en faire 
sentir tout de suite, dans un cas tirés simple, là oause 
et l'uniTersalité. 

5. Après la combinaison des quantités par addition et 
soustraction , il faiit passer k Içuç multiplication^ et k 
«lei^r division les unes par les autres^ Supposons , par 
exemple, qu^une ligne inconnjaç X dépende de trois 
longueurs données A^^B, C, de manière quS'l existe 
entre leurs valeu];s numériques 1^ relation, suivante : 

••■■ *"'^..'' 

eettîe relation^ suQlr^pqûr calculer arlthmétîquement x 
quand les valeurs numériques a, b, c , seront données. 
Mais si l'on veut en déduire la construction géomé- 
trique correspondante, il n^y a qu'à substituer aux 

A • B X 
lettres a, &, or, les Rapports — i — , — des lignes cor- 

• • • 'A A» A f 

respoi^dantes, avec l'unit^ de longueur. Car A disparaît 
encore, et il reste 

^- c ' 

d'oil Fon voit que la ligné inconnue X est- une qua- 
iraimepropiNrtioiànèUe aux trois lignes domaéesG, A, B. 
Ainsf. pottr obtettir cette l^ne par une odostruction 
^èÔQiitrique, on.n'^ qu'à former à volonté un angle àr- 
bitsair^iM, fig. 3 ; prenant ensuite sur une des brandies 
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àe 6et «rigle ksloogueart MC = G^ MB = 6; et sur 
Vàutfer, tcftfj&tr» h partir du sommet M, MA= A, oa 
joîttdraCA-; pais , par le poittt B lui menant trône paraî- 
lèlfe V^, MS. «fera là longueur Aerchée. Car lés triangles 
CMA;*BMX étan^semblaliles, on aura ètridemnient 

;.■ ,MC.:BjlB;;,]\t^.;jp..: ... 

ott c : B :: a : x, 

et par conséquent, 

" ' ' ir — 'A-B' '■ ' ■ 

^— G"' 

coÀfèrmêment à ïa condition demandée^ Mais on pour- 
rait' éfioore eonatrûire la ligne X d'une autre manière', 
fig. 4. Car, en 'prenant. toujours un angle arbitraire M, 
il n'y aurait qu*a porteîr C de M en C, et A de M en A, 
côiîiine tbutà Wieure; puis, à partir du point C, prendre 
CB ^al à B , en le comptant depuis le point C et non 
plus depuis le sommet de l'angle. Alors joignant CA et 
lui menant une parallèle BX^ AX serait la ligne de- 
mandée ; car dans le triangle BMX la ligne CA étant 
parallèle à la base BX, divise lés côtés en parties pro- 
portionnelles ; ce qui donné 

:» . ; -..I 1 • • , . • \ . 

ou C ^ B :: A : X; 

.: ■ ". ^ ' ■ • • , ' • '■ • 

d'où Ton tire 

Y A.B 

H 68t faloye^e voir tm. efiet que ees dbux eoiistnio^ 
liona sf^ioûQffiétkt, <^eâtrà-4ii« que la longueur AXi<âè la 
fig» 4 9 égf^ h lon^pnettr lUX de^a % 3^^ It m&Jé pour 
eelt de eonoeroir par le poilat A^ fig. 4^ nne paralfiie 
«a ieélé C6^ e«r l-angle M étant siipposé }e jnèmeyle 
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ntain^ forfiié |mr les lignes AX^ BX cft cette {«ranHe , 
sera ideiAiqiîèmérit'égftl shi triaù^e ^CXiéhs kfig. 5« 

't)n p6îtrrall«n6èrè'^Ditstniire 1^ de'Àiat|kitnie'<)tie1a 
'Kgne cpi représexïle t!ette ^Acotené , <8è lâfcu^ ^phicée , 
'ttbti sur an -âes ^edtés , ^iilMns «or uhe fleâ )iaàeB dtes 
friângles qtïe l^m cowipWfe. Pour îctefe, tm tf k ^à 
prendre stir \me drfiîte tn^SEiiie ISfL ^ fl^. 9-, nné loii- 
^guenr MG -égale a €; ft^è-, du pùivlï G Boenant tîne 
«Mre lig^ i^^iiè sotH tn angle arbfhra^re, on ffreft- 
AM sur xisfkf^i in Ifite^ur €A égalé à Â, et Voii 
-jëMIra M'A ; ^e Vtm fDPèVmgera Indèfinhnent Alors , 
'ifi,4i^^«rtir en 'point M 6n porte sur la ligne MZ la 
'tlin^tfr l^égAW £r6^^ M restera qu'à men^ BX pa- 
rallèle à CA y e% terminée à Tautre branche del'atiglè M \ 
ce sera la- longueur ciiercbée de X> •comme on le Toit 
par la similitude des triangles MCà , MBX. 

Les trois motiU 4«MtM«Mxcliefi «|M0 fuiiti ^tuoms 
d'^pliquer, s'^ccoi^dent à donner 'pour X une mèmç 
longnçùr^ ia»î# iU ^ donaefl^ (Jac^ d^-dittéeentes ma-* 
nières'jiel l'on proJKe de cette diversité pour clioisir, 

4%wcliaque |)^?«Â4ièiaft5'l'«^Fi^ ^^«éiitftnidtÎQii^ lùir 
,]^)e^^jgfi89i^ défi traoéttidafi^iafiguoi 

;iHi .qui doni^e: à :L'ip^j0fyauf(«W p0^itiqii;}a ^nûeta appio- 
ipriée> lV>b^. flu'^ ^i( rimpli^. Cc^t idtàis cette 
simplicité de la construction, et^MM^M cottf QQfliun» que 
consiste ce que Ton appelle l'élégance d'une solution. 
4. Dansnex^Kpl» qneMus'\%néns"(}è dhtouter , ainsi 

que dans les deux pe^iç^j^krfi^si.^i^^q^ nORiA 4^iHM paÀié 
desTalemrs numériques des lieues aux relations de leurs 
longueurs aliiolues^ ;Ce que foàs)aju>às laH»^i| substi- 
tuant aux lettres hib^c^ qui V^^ésentaifeiit ces valeurs , 
leur expression explicite, oh l'unité da>tfwg»^iî iêtait 
en éyidenoe, nous avens toujours trouvé que cette 
nq&té dV^pMii«s«t|it.4l^^lè-^^^^ de éotJS^s^fpie ré|Uaî(on 
entre le^ knfagueurs ansoMîés était extfi^ement la^^^éme 
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qu'entre les valeurs numériques* Nous auricms donc 
pu nous €U8pen3er de cette transformation, et jpftooéder 
immédiatemoit à la oon^truction gécmiétrique d'«|Hrès 
l'équation en a, b, x, en. 7 considérant les leltncs 
a,b,c, comme représentant I|ps lignes mêmes. Mais om 
nû pourrait pas en agiv ain^i en général. Car rl'identité 
def relations que nous ayons trouvées dans les ^Kempl^s 
pvéoédens^ entre les voleurs numériques des Kgpes et 
leurs longueurs absolues^ tenait k cette ciroonstaiioe 
particulière, que la conditi4»n qui les liait portait ^tr 
lement sur les rapports de ces lignes- enfre eUes, indé- 
pendamment de leur raj^rt absolu avec l'unité de 
longueur. Cela devient évident^ si' l'on observe que las 
équations 

G 

» 1 

peovenl ètee mise» sous les formei^sumules t ' 

^^^L^i û b ;^^ a.A . , 

X ' a;' x X .. '. Qx . 

o&« elles ne conHiemscttft pli^ que des rapj^rtsd^léttrt^ 
Bf bji CyXf entre eQes. tiBS éoYialioBs qui jouisseiit dè-cett^ 
propriété sont appelées /idTftogéfiesjétil en existé dé 
telles dans tous les ordres dé Jpfulssances, comiBe Ids 
suivwteB ^ par e&emple > 



» / 



^ify 



qui-^uVent se mettrë^wusîâ fôftfë/;^ '^^ ' 
ou bien encore, 
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Or, toutes les fois qu'il en sera ainsi , il est dair quf , 
si Von substitue aux lettres a^ b^c^x, leurs expressions 
explicites' ofc Punîté de longueur sera en étidence, la 
lettre qui désignera cette unité disparaîtra d'eUe-méme 
dans chaque rapport^ et ainsi réquation entre les 
longueurs absolues sera la même qu'entre leurs iwlenrs 
numériques; mais it ef^ arriverait autrement si féquation 
proposée contenait^ otttre les rapports des lignes A > B, 
C, X, «ntre eHes^ le rapport absolu de quelques-unes 
de ces lignes à Funité de longueur. Oar si l'en avait ; 
par exemple , 

X rr: afc , 

la valeur numérique de x pourrait bien se calculer 
inunédîatemeut par cette équation^ puisqu'elle se tro«- 
▼erait être le produit des deux nombres abstraits que 
a et i représentent; et, cette Takmr numérique étant 
connue 9 on pourrait aussitôt construire en parties 
de l'unité de longueur , la ligne qui j conreq^pd; 
mais si Fou voulait passer de cette équation à la rela- 
tion analytique qui lie les grandeurs sÏMolues des lignes 
A, B^ X^ en substituant aux lettres .a, b, a'| leurs ex* 

pressions— 9 -^9—9 où Funité de longueur est en 

évidence , A ^se trouvant au carré dans le dénominateut* 
du second membre 1 et seulement à la première puis- 
isance dans le dénominateur du premier membre^ il ne 
disparaîtrait point complètement ; et il resterait^ apr^ 
les réductions faites ^ 

Y* AB 

4 

et 

c'est»à-dire que la ligne X se trouverait être une qua- 
trième proportionnelle aux longueurs ^, A , B. Ainsi , 
dans ce cas , et dans tons les analogues ; on ne doit pas 



lo oovsTmfcnw 

supposer tàtwe les longueurs ubaoliieft la:iaèivie reliciîon 
qu'entre les valeurs numériques^ çtq(itto.ia]|^08sibilité 
se trouve indiquée par la conâidén^ticfli ^t^^'équAtûm 
t même ; car si a , .^ , a: , représentaient de$ lignea et pioii 
.pas des nombres abstraits, )e produit ab représçul^cr-ffit 
. une .surfticdy et par conséquent ne pou/r^t pas s'^j^r 
à la ligné jc« On. voit donc .p»r. qes exemples, qu'en 
général ^ ^ur pa$$9r des i^^îoii^ ^gsâJrj^iqfH^ absti^aites 
. aiUL relations géoiàétffiqiiQS ^ui lient 1^ valeurs ahst^ 
.lues 9 .il .faut remplaiBcr. les.vakeunij ilumériques 4bs 
lignes par l'expression équivalente des r^ppwts de ces 
lignes à l'unité de longueur^ et n'interpréter géométri- 
quement le résultat qu'après avoir effectué réellement 
.<)u du moiiM mentalement o^te. suMÂtutiou.; néeUe- 
«aent , si Téquatj^ n'est pas itomo^e; meataknicsMA, 
•si elle l'es& • . , ! - . « 

5» Pjkv Jk» mêmes- principes» dont wMia yenèna de 
.^lire usage , on pourrait IcaiculiEfr ;et cpnatruire .toute 
.mfnîessîon de la fi)rme . 

dans laqUeTIè ia, 5 , c, d, a y V', c,, ât . , . seraient des 
valeurs Qumarîquib d'autant de lignes données.- Gar, 
pour le calmil numérique , il se ferait' immédiateijaent 
sur les nombres al)straits a y t, c,,.,b% é ^ X ,\\ Quant a 
la construction , si l'on supposé réc[uation Tiomogène , ce 
qui aura lieu si le numérateur du second membre contient 
unlàctèur de pliis que son dénominateur '^^en substituant 
aux valeurs numériques les rapports géoiiiétricfues, Pu- 
nité de longueur disparaîtra; et il viendra entre les lignes 

^_ABCDER... 

Or^ U partie. -^ peut d'abord être considérée comme 



X 
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représentant une ligne. A''? quatrième proportioandle 
â B', A, B, et susceptible d'être obtenue par la con- 
struction expliquée fig. 3, 4 ou 5. Combinant cette 

' . C . A*C 

ligue avec Içjrapport suivant p , le produit -^ repré- 
sentera une nouvelle ligne A*, qui se constriiTra de la 

D 
même manière. Celle-ci combinée avec -zr,* donnera le 

A*D 
produit -^f^f auquel dn substituera une tiouVelle ligue 

A'% et ainâ de- ^t^jj^ "ji^qu'à ce que Ton ait.éfuisc 
tous les rappof'ts doxtb la^ t^uf de X est; composée, lie 
, dernier rés^tat> de iK^ime Armç q[ue lai flsccéde«$> 
$qr4i donceiicorPrU^^jJjg^^ c(Uki exfrimei^ U.viiWttr de 
. j'incoiuuie X^ . ■;. ; ••,-/•; . . •» ...t' » •• i^-' ':.• '•♦•,« 
iNotts^ avons .«»;^sé qiMs l<e m w^n»t0grr 4» ie«M«i 
.membre contenait ua fi^cteur de pli|^ qme )e dévomî- 
. nateur^ c'est évid^tHment cette <^t)nditi04k fui» lorsque 
nous avon»pa$séi aux. f elatk)4ii« gédhiélriquei désalignés, 
.A. fait dispaoraitre 4^>dQUX membres T^nité' de. li- 
gueur X. Si donc-fdje n'avait pas .eu; lieu , ^ tariÂ; resté 
dans réquatî»^ poiir^fïpmpUler VhomogékiéHé^.ittais 
une ibis qi^'il j ,^^mv^^ été wA réiojlr^iiiti Ja fsxm- 
struction se fût acbevée de la méoM^^inaiiiibre* £& l'on 
airait.euy par ezemgley ^ , . f . 



X 3= ahcâ:^ 



,» 1, . 



k n««érat0Br4^ sccénA ■wimhw étanfticoBqpaseaeuk- 
■Mint de quatre làctaÉrs^ «t leidéaBMninàtaiir de^duNfiie 
texme étant l'unité ^ on aurais obtenu polar la vekilîon 
géométrique, 

Y ABCD , ' 

expressioir qui se sérail eonstrutle de la «aâne maqière. 
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AB 

Car d'alx}rd là partie — • eût donné une ligne A", qui , 

C 

combinée avec le rapport— , eût produit une nouvelle 

mi 

ligne A*, laquelle -enfin combinée avec — , eût donné 

une dernière ligne A**, qui eût la valeur de X. 

6. En général , quelle que soit la relation analytique 
établie entre les valeurs numjériqi|e3 des lignes, pîv* 
l'équation qui détermine l'inconnue x, lorsqu'on sub- 
stituera au lieu de ces valeurs leur éxpressioh explicite, 
<^est-à-4ire les rapports géoriié^îqùes des lignes avec 
F unité' de fciîigtteury il en résultera toujours entre les 
llgliâst tfné équation 9 qui nPè contiendra que des rap- 
ports de lignes entre elles, c'est-à-dire une expression 
homogène. Ainsi , eti' définitif /oh n'a jamais à construire 
que detrflea e^pres^iidns. Cest pourquoi, afiii dlabr^ér 
f exposition àes méthodes géométriques par lesquelles 
les constructioûfi s'obtiennent, nou^ n^us bornerons^ €i 
]e9 a^lîqMr à de& équations dans lesquelles Thomé^ 
généité est déjà établie, et q^i ptÂéseht'ailrisî indiffiâ- 
remmenté^ eonsidérées comme àyaét lieu entre Icfs 
-valeurs numériques des lignés éii entre léUrs longueurs 
absolues^ ellcfs^mèmes. ' - 

7. Déjà celles que nous avons considérées nous oiit 
donné l'exemple de la multiplication et de la division 
4les lignes, ou plutôt des valeurs numériques des lignes 
les unes par les .autres;' mais âl :8e pvésente aiœsi.dfts 
questions où l'inodoiiue d: estéontiée par des expres- 
sions radicales ^ telles que. . 

I r 

dans lesquelles je" suppose que a et b soient des lon- 
gueurs connues. lie oîjbul îttumérique de ces exprès- 
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s'ions n'offre auimne difiiculté, si Vùn substitue aux 
lettres a «t b leurs valeurs imœéiriques ; mats on peut 
également les construire en attribuant aux lefttres 
a y b y X , des râleurs absolues. Car la nature de ces 
expressions est telle , que Punité de' longueur A dispa- 
raîtrait d'elle-même oomme tout, à l'heure, si l'on 
substituait aux valeurs numériques leurs rapports avec 
elle ; d'où il suit que l'on peut essayer de les construire 
immédiatement. 

Or, en commençant par la première yaby on voit 
cfu'dle exprime une moyenne propoi^tioandle eiitre 
les valeurs a et 6 , ou entre les lignes que ces valeurs 
représentent. On pourra donc la construire en portant, 
fîg. 6, les lignes Âfi==Â, BD t=i 6 à la suite l'une de 
l'autre , puis sur leur somme AO ou A "^B comme 
diamètre,, décriv^mt nne circonférence de cercle et 
élevant au point de jonction B une ordonnée BX. Ce 
sera l'inconnue clierçhée. En efFet^ par les propriétés 
connues du cercle , le carré de cette ordonnée est égal 
au produit des deux segmens du diamètre , et ainsi elle 
satisfiaît à la oondition exigée. 

On pourrait encore construire X par les cordes, 
<x>mme dans la fîg. 7, 011 AB est A, et. BD est B. Alors 
sur' AB , coulune diamètre , on décrira une circonfé- 
rence, à laquelle on élèvera par le point D l'ordon- 
née 'SX, et la corde BX sera l'inconnue cherchée. Car 
par les propriétés connues du cercle, cette corde est 
moyenne proportionnelle entre le diamètre AB et le 
segment BD. 

En réunissant ce mode de construction à celui des 
quatrièmes proportionnelles ,* on parviendrait à con- 
struire géométriqueffient toute expression de la forme 

oii; le nombre des faq^uirs renfermé sous le radical 



serait qtidtienqa^ Car. supposes , par exemple , ^'A 
lût de quatre ; en snbitititaiit aux valeurs numériques 
des lignes leur» rapports avec l'unité de longueur^ on. 
aurait dlabofP^ 

X /Âsœ 

et aprës les réductions , 

MaînteninM, le produit qui se trouve sens le radical, 
peut être considéré comme composé de deux facteurs 

— ^ _ ^ dont chacun représente une quatrième pro* 

portionnelle fecile à construire par lés fig. 5, 4, ou 5. 
Supposons cette construction faite , et soit A' la pre- 
mière de ces lignes, B' la seconde; en le» substituant 
dans y expression de X , il viendra 

X=ï/rB^; 

c'est-Wire que la ligne X est moyenne proportionnelle 
entre les Bgnes A' et B'. On pourra donc l'obtenir par 
le oercls comme précédemment. 

1^ Ton avait eu cinq facteurs au lieu de quatre , on 
aurait trouvé après la transformation 



et par suite > 






ÂBGD£ 



ASCDE 



Du» ce cas, on cDmmeBcerait^wfeimetmit à l'iieare, 
par isoler les facteun. — , -t-» V^ ^'o° construirait 
par des quatrièmes proportioimifiei Àf et' B';* ensuite 




oonbiaMAt Ihmû ^àlêyh% par e^raple^ aT«c le dtr- 

nier rapport - , îl en résulterait le produit , qui se 

construirait encore par une quatrième proportionnelle, 
et donnerait ainsi nné nouv«He ligne A", Oa aura donc 
alors 

qui se construirait par le cercle^ comme précédemment. 
8. t^assons aux expressions radicales de la forme 



CcUes» je. enatnA par In propriétés dn triangle 
ir«ctan^le> Ig. â; Ea effets sait AB= A^ BD=B et les 
deux lignes AB^ BD, peirpendîcttlaîres Finie à Paatre« 
Alors, e» nommant lliypoftênujae AD, X, on aura. 
éTÎdémment 

X*=A*+B», 
d»o£i 

X= »/ A* + B% 

c'est*4i-dî^ qu'elle satisfera aux conditions demandées. 

On oonstciijt ^k^a^ par le triangle rectangle 
r^tpressioa 

seulement la ligne X n'est pTus Fhypoténilse du triangle', 
mais un des côtés de UaEOgle .drat En effet, ayant 
mené, fîg. ^ deux droites- indéfinies perpendiculaires 
l'une à l'autre rprepez. sur V.vlb^ d'entre elles, à partir 
du sommet de l'angle , la longueur DB égale k B; 
puis ; du point B comme centre,., arec BA, ou A 
pour rayon ^ décrivez un arc de cercle qui aille couper, 
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li^utre liniBehe en A; alors si Fou' nomme ÂD/ X, 
oa aura évidemment , 



c^^t'-à-dire que DA satisfera à laconditioli proposée. 
En combinant cette constractîon avec la précédente , 
on pourra construire toute expression de là forme 



jc'est-à-'dire dans laquelle le radical se trouvera enve- 
lopper la somme ou la difiPérence d'autant de carrés que 
l'on voudra. Car d'abord, en réunissant les deux pre- 
miers carrés, on pourra leur substituer le carré B''^ 
d'une ligne unique, qui seèa. l^hypbtéiiuse d'un triangle 
vectangle, dont les côtés éa*ont les lignes A et'B. Joi- 
gnant ensuite B'^ au carré suivant , 'que nous supposons 
affecté du signe négatif, la difRéreUce B^^— C pourra 
encore être remplacée par le carré d'une ligne unique B"< 
qui, cette fois, sera un côté -du triangle rectangle dont 
B' serait l'hypoténuse, et C l'autre côté; continuant 
ainsi à réunir les carrés successifs par sommé et par 
différence , on finira par obtenir une ligne unique et 
définitive, qui sera la valeur de X. 

Le même mode de construction peut se combiner 
avec ceux que nous avons exposés plus haut , et il est 
nécessaire de le faire lorsque le radical qui exprime 
l'inconnue x,, enveloppé, outre des carrés, d'autres 

termes, de la forme ai,, ou -g- .; comme serait , par 

exemple , l'expression suivante : 



x=t/ 



a' + b^^^+ef. 



Dans ce cas, le produit ■ , - devrait être décomposé 
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en --T7 . c. Le premier facteur --jj- se oomtriat par une 
quatrième proportionnelle; ainsi ^ en nommant V la 
ligne qui en résulte , le produit ■ ■ ■ derient Ve, et 



peut être remplacé par le carré b^^ d'une ligne unique » 
qui 9^3l»tient comme dans la page i3Vau moyen du 
cercle. Le produit ef, qui est de même forme , peut être 
aussi remplacé par le carré c"* d'une • ligne unique , 
qui s^obtiendra de la même manière; alors le radical 
ne contenant plus qnp des différeAcet et des. sonuaef 
de carrés y les s^es propriétés du triangle, rectangle 
suffiront pour en acheyer la construction.. 

Pour ce qui précède , nous nous sommes liomé à 
l'exposition des principes généraux. Mais^ dans les cas 
particuliers^ les applications de ces principes peuyent 
soutent être simplifiées^ soit par des transformations 
analytiques qui réunissent plusieurs termes dans une 
même construction^ soit par une combinaison ayan- 
tageuse des termes à construire , soit enfin par un 
iAxcnn adroit d'inconnues. La résolution des problèmes 
iious offrira des exemples fréquens de ces simpUfica^ 
tions^ et nous fournira ainsi ^occasion d'expliquer plus 
précisément les principaux artifices par lesquels elles 
s'obl3ennent. 

9. Au moyen des procédés que nous yenonï d'exposei^i 
oh pourra construire immédiatement toute inconnue 
'qui d^^ndra d'une équation du premier degré; car la 
yaleur d'une telle ' inconnue n'étant jamais exprimée 
que par les Réduits ou les rapports des quantités don- 
^néies les 'unes ayec les autres , elle n'exigera pour sa 
4)enstPuction que des quatrièmes proportionnelles et 
^es meyennes proportionnelles , deux choses que nous 
-ateas appris à obtenir généralement. 
> }o^ Mais les mêmes' procédés suffisent encore p(ftœ. 
7« Édit.^ a 
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construire géométricp^ement les racines cVune équation 
V!tt^ éboénâ degré, tbnt lés coeffîciens ont des viJeurs 
qu<^cpjçiJ3«|«s , et par eons^qiuent au^ pour oblf^iiir 
analytiquement la solution géométrique de tous les 
pronUmes qui conduisent à une pareille équation. Cest 
CQ q^.i^Qus alloxM moi^trer en parcouraiU raoeesuY^ 
']:^ei^li»$,(ii$crenips.forjQi^ dont une équatiâii4«j^cpnd 
.de|;ré est susceptible. . 

Supposions , p^i; exemple , que Ton ait 

«n «ésoitMt ^tHe é|aat»on ^pèÊrrtiff&fjLa X, 0n troirrë 

t)'abQr(I ^ là partie radicale de ces expressions peut être 

cvideinment représentée par un côté de triangle reo- 

tangîé^ ^tit la ligne A est l'hypoténuse, et ^a li|;^ B 

l'avitre e.ôté. Ainsi j> pour l'obtenirA iraçon^, fig. lo, une 

ligiie ii(^é^nie 2if ] puis, en un point quelconque de cette 

'lîWe^,^lp^ns-lui une perpendiculaire» à laquelle nxMts 

domier(>i»s une longueur BG égale à B; enfîo^ du point Ç 

conup.e o<^ntre , avec A pour rayon> décrivons une cirr 

conférçnœ de cercle qui, généralement parlant^ coupent 

)a.droitib indéfinie ZZ' en deux points X, X', 4g&lement 

'^éloignés'du point B. Alors les se gmens BX ou BK' 

^epr^^iefM;eront le radical V^A* — B% Gonséquemment, 

i§Î4 a partir dfi point B, Ton porte jmjt ZZ'j, «uaelonr 

^fuei^r.l^^^ale à A, Ja longueur AXou A-f-|/A^— Bt^ 

./,Wf^ÇHÎ2[8j? pxwnîère valeuf;d^ Jf; ^ AX', ou 

r.K ^}f lf¥WfV^^. pfKrticuliir# ide k Ugue B était Wkt, 
. qi^çlt^.jCC^^ale à U ligne A , il ««t dUir ^^Mf lmàim% 
^ppwùyâ'ittt^wçctiw X, If^', ^ ïéiwiraieBt «a-^wi »e^ 
en B, e^ ainsi le om^ ^e iC/T^P^Ti^. P^ ^^ 4r^e. M^ 
.^gçj^ ^yBX^.nj^ ^ la pOi^wiii^i^it^^imm^t' «P W point. 
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Alors les loni^eurs BX, tX.% devétiattt nulles^ les Jenx 
JongUeuÉs âX, AX'^ deviendraient ^atès entre i^Tleà 
et 11 la ligne unique A* Ces diverses modifications de la 
construction géométrique sont l'ex{>ressîon -fidèle de 
«selles que inéquation proposée «nM<> par la nouvelle 
Felati<$n d'égalité supposée entre les lignes A et B;' car 
atoM il lattt supposer aussi n^^mb, ce qtn rend ntd le 

radical ^a*^^b^, et réduit les deux racines à leur 
seul premier terme; de sorte qu'elles deviennent égale 
entre elles et à la valeur unique a. 

Enfin y n B surpassât A^ le cercle décrit du point C 
comme centré^ avec A pour r^yon , pe couperait pas dû 
tout la droite inâéfiûie AB. Les points- X , X', ne pour- 
raient donc pas s'obtenir dans cette circonstance ^ et 
ainsi la solution de la question proposée serait impos- 
siMe. C'est ausd ce que P^quatîon entré tés valeurs 
numériques montre; Car^ $16 surpasse a ^ là. partie 

radicale V^^-^-TS^ qui est oojoiniuiie aux de^x |r^f ines, 
devient imaginaire, et coûséquemm^nt, les d^t^ r^iqines 
sont impossible. 

La construction précédente ^ à laquelle nous ayons 
été conditiits par les vadeurs des racines , aurait pu 
également se découvrir d'après l'ioftpeptiion p^^le de 
l'équation qui les déterminait. En effet, en changeant 
les signes ide celte éi}iiâtién,eHe peut se miettre sous 
cette forme : 

;-?i3? — ^ = *'-. 

Alom, elle mont^ qtie la quantité qÀpt^ùe 6 doit être 
mojieiikke propoitîôhiiétte entre lés Valçurs cie je; et de 
iié-^T. Cette jh*opriêl;é désigné b Comme l*ordonnée 
à'uti cerde dont m est le diamètre, et x, ;ia — x,les 
dét» segment coupés par Tordonnée. Donc, si^ sûr aa 
cOTime diamètre, on con^ruit un pareil cercle AMM'À', 
fig. il , on n'aura qii^' éfever à ce diamètre une perpen- 
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dipul^ire BG^.doiit on fet*a ta longueur égale à &; puîs^ 
par |e poipt. G ai|) si déterminé ^ on mènera une ligne: 
indéiGnie MCM'^ parallèlement au diamètre AA'; les. 
poi^nM.9f> MV<^. elle coupera le cercle , seront les ex- 
trén^ités des orcfonnées &• Al)ais«ant.donc di^ œs. points 
les. ordonnées elles-mêmes, on aura les points X, X\ 
où elles couperont, le diamètre î et l^s deux segmeosi 
AX, AX'^ réprésenteront les deux racines de l'équaJâon. 
proposée. 

Il est évident que cette construction assigne précisé*, 
n^eyit à ces racines les mêmes yaleurs <].ue nous -arons 
troûyéestout à Theure.; çt jf^ème les deux constructions 
sont identiques, puisque le dkmètre A A' de la fig. il 
n'est ïiutre chose que le diamètre £F de la fig. lo. Mais, 
la' liouyellç^ forme spus laquelle nous -venons de la |Mcé- 
senter est gpnéraleitient préférable^ parce qu'elle perniet 
de reconi^aitre les racines à ta seule inspection de l'équa- 
tion^ et de le^ obtenir sans la résoucLre. 
*' Sl'fe Wîiôpà tnémbre de l'équatîoii eût été positif au 
]{efu d'être négatif^ la construction fût devenue un peu 
différente. £n effet, daps ce cas, on aurait 

et 1^ yteux radnes seraietit 

I ... 

alors la partie radicale serait représentée non plus par 
le côté ; mais par Phypotéûusè d'un triangle rectangle 
dopt les- lignes A et Q seraient les çôtés*,Prenon^ donc, 
fig. 12, B0 égal à B ; puis, élevant au point B un^ per- 
pendiculaire BG égale à A, DC s<a*a la partie radicale 
commune aux deux racines. Si, ensuite, du point G 
comme centre avec CB ou A pour rayon ^ l'on décrit 
une circonférence de cercle qui coupe la ligne DG en £^ 
él son proloAgement en £, la toqgueur D£ sera égale 
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'à A + V 'A."-+''B*; ainsi, elfe représentera la première 
yaleur de x-y mais le second segment DE' étant égal 

a i/A^ + B^-*-A, ne représentera la s«êonde racine 
qufen changeant son signe; c'^est-rà-dire que cette se- 
conde racine sera reptésentée par — DE^ 

Ici 9 l'inTersioii du signe n'^est pais susceptible d'une 
interprétation ^rede^ pairee qn^en admettant^ comme 
nous Favons reconnu dans» une autre chrconstance , 
. qu'elle doit représenter une inversion de position^ l'on 
ne Yoit p^ k quoi celle-^ pourrait être mpportée, 
puijsqu'il. ne SQ prôs«i&le ici aucune quantité dcmt DB*^ 
doive ètiçe soustraite. Ms^is la difficulté de l'interpréta- 
tion disparaîtra , si Ton considère, la, valeur actuelle 
de X comme un cas partiisulier . d'ui^e question plus 
générale dans laquelle Içs dçHX racines seraient 

arts fl -f- c -4- V/a' + b\ xz^a + c-^ x/aP+V, 

c représentant la valeur numérique d'une nouvelle 
ligne donnée comme les précédentes. Cette forme des 
racines ferait dépendre x d'une autre équation du sfe- 
cond degré, qui serait 

x* — 2 (a + c) 0? = A/.— t aac — c* ; 

et il est évident qu'en supposant c nul, on retombe- 
rait sur les mêmes valeurs que tout à l'heure* Dans ce 
nouvefiu cas, la çonstrHCtion de la partie radic^da se- 
rait absolumci^jt la mêmeî c'est-à-dire, qii'en prenant 
encore DB^ fig. i3y égal à B^ Qt BÇ égal à Ap l'hypoté- 
nuse DC repi^ésentera. le radical V/A*-f-B*: Alors dé- 
crivant une çirQonférenoe du point G comme centre. , 
avec BG ou A pour rayon , la longueur D£ sera 

A+VA*-f-B*-, et --DE' sera A — V^A*-f-B*. 
Ainsi ^ pour avoir la première racine, il ne faudra 
plus qu'ajouter à jyE, la longueur C, ce qui se fera en 
portant cette longueur sur le prolongement de CDj 
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de D en F, et FÉ représenteta C4- A-f» |/a**+. B». 
Mais ; pour avoir Fautte racine ^ ^m «$t ^gàle à 

C + A— »/A*+B% ai e9t évident qu'H feiidra 
soustra^ire le segment P£' de la ligoe DF^ ce qui se 
fera en portant ce segment aur la ligne DF^ à partir 
du point Uy ea fens c0^mir^ de la pcMÎtioD que la 
construction imn»é4îate lui alignait d'abord. Alôra en 
fiiuppos^nt q^e son extrémité toodbe en £% le segmeat 

FE\ aéra ^al à C + Â— V^aF+W-, c^est-à-dire 
qu'il représentera la seconde racine; et ce segment 
Ini-méme $è préieistara ainsi avec une Valeur positive , 
ai la sonstmc^ion eat pô8sîUe>, cfesl-àMlire si ta ligne C 
ou DF surpaie DE' $^ mai» avec le signt^ négatif^ si la 
SQustractioa. ne peut être e^nplètement effectuée y. c'est- 
à-dire si D£' sitrpagseDF; ce cas était précisément celui 
qu'offrait la question précédente^ ptt,isqtt'alors la lon- 
gueur de la ligne G était nulles 

En général; lorsque l'Alg^re attacbe à une quantifié 
ou à uii résultat le signe négatif, c'est toujours K'indiœ 
d'une soustraction à faire. Si l'expression analytique 
dans laquelle cette opération entre , renferme des gran- 
deurs positives sur lesquelles elle puisse être effectuée , 
albrs'l'indioation du signe est satisfaite. Mais si elle ne 
peuli r^re eomplètément , le signe reste pour indiquer 
1» partie de ^opération qui demeure h faire encore. 
9»m ^ tsk9y si Fbn veut interpréter te résultat analy- 
tique )Usq«le dans l'indi^ai^bn de ce signe , il faut con- 
e&%eit une question: pUa générate q«e la proposée , et 
daoft kqurile A ékisie des.quaatîléa m^ lesquelléfr l^orpè- 
we^otk de la- sousiradion indiquée soit eomptkement 
posâiblo. A^ojc&ven Ji'eSeôf^aiàt, vous rétli^z le tésvltat 
q«'elb indique ;>€^ eik.reAdj^atevsuitenuUesileaquaBÉités 
qui v<Hi» avaient servi à k ré^lta»^, V0u6 ecmprencE ainf i 
U siguificj^tictt^ qju'il Jliii|t.lui.«ttxib»er Jism tQus le$ cas. 
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ici^ eonune dans le cas ^préeéâeAti la sîgiiSRcati^n tl' 
les Talcon dea radnea- Miraîdiit pu ^(r« reeôilnues par- 
la feule mapactfOit de f éqoatîaii proposée, aana ^qn^l 
fût besoûi ife la réMnMb^. fib «ffety <oelie éqvaliocr ' 

pottTdit être ^i&ii^»)«4.U AriOQ. 

X (x — aa) = &■..• , > 

AIcNTS) îï dénient éyideiiLt que fiucoDivaei^f^^jB pant.se 
coQstruire par celte propriété du cercle : le produit de kr 
sécante entière +Xf par sa partie extévie^^e -|-xr-^aa. 
égale le carré de la taugei^te S. Ainsi, a^aoi déq^it mv 
cercle > figl la, avec un rayon CB égal à a| on lui n^ue-*. 
neva en un point quelconque B une tangente à laguelle 
on donneira nne fongneur BD égale a ^| puis^ paç le 
point D et le centrai C menant la sécanUipCK» la 
sécante entière DE représentera +x, et sera ainsi 
Fnne dea. racines de l'équation. 

Maâa celte mtme iJ^miroctiett doniie énéa/i i'àutre rav 
cnieen cbangeant son Mgne. Bli.tffél^ëcrlvéfl -^ x' à la 
plaee àe^x dattf iVqnstkm proposée / elte dievle^dra 

Alors la ri^cine posMte'-+-x' sera représentée par la * 
pi^rtie extérieure DE' de la même sécante que nous ve- 
nons de construire tout a î^ure; par con^4qnent| la 
quantité — ^ ou -f" * ïe sera par — DJl^j ainsi j^ les 
éeùx lijgues +Î>E, -^ï)Er, sont les deux rapcities de] 
Péqnation prfmitivetoeni proposée. C'est en ^Jfet à oe^ 
yésnHat que nous âi^it déjà conduits la consfru^^tion^ 
des Talears mêmes des racines) seulement Tini^rp^é- 
tatfon imyrtédiaté de l'équation est pli)s rapide. Toute- 
fois; lorsque tes coefficients sont composés de plusieurs 
kftfres^ ii est quelquefois, plus âTauta&eùx d^ construire 
les racines mêmes ,' à càu]^ des réductions qfii ^^operent 
dans la quantité aiTectée dii sigiie radicaL 

Dans tous les exeuipî^s pricédcns*, nous ayons eonsi- 
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déré des cquationt où le ooefficient^e là -pr^aiîkre pois- 
siudoe de :9c était censé négatîfl Mais si ce coefficient était 
positif, les mêmes principies s'appliqueraient également à 
la construction des racines. Supposons en effet que l'on eût 

a*+sax^b^, (3) 

la résolution de cette équation donne pour les racines 
ces deux valeurs : . 

La première se construit précisément comme dans la 
fjg. 12^ et elle est représentée par D£'^ la seconde étant 
prise négativement, est représentée par DE, ou, si on 
l'énonce sans changer son signe , elle est représentée 
par —DE. 

Ainsi, tonte la différence qu'il y a entre la cbnstr na- 
tion de cette équation et celle de l'équation 

X* — 2ax = 6* (a) , 

qui avait donné naissance à la £g. la , c'est- que la 
ligne DE qui représentait la racine positive de celle-ci, 
r^résente maintenant la racine négative de l'équa- 
tion (5) , tandis qu'au contraire, la ligne DE^ qui re- 
.présentait la racine négative , représente maintenant la 
positive. liC signe seul de cette représentation est donc 
interverti, et non les valeurs mêmes. Cette inversion, 
est en effet l'expression £dèle de la dissemblance analy- 
tique qui existe entre les deux équation^; car la seconde 
n'est autre chose que la première , dans laquelle on a. 
chaùgé H"^ en — Jc; c'est-à-dire . dans laquelle on a 
changé 'la racine positive en négative, et réciproque- 
ment. On voit encore que la construction qui donne 
ces racines , peut se conclure immédiatement par l'in- 
spection de l'équation (3) elle-même, sans qu'il soit 
hesoiti dé la résoudre. Car il suffît, comme tout à 
l'heure, de la mettre sous la forme 




tXÎA XlFBJMaiOKS AI.t>SBRlQ17Xâ. a5 

^ 

Alors, l'ûciooniiiKt +a; peut être considérée eotmine la 
partie extérieure d'une, sécante , :dant la partie int^ 
rieurç est aa^ larloQ^teur de la tangente correspon- 
dante étant b'y ce qui s'acoorde précisément avec la 
construction à laquelle nous avons été conduits en 
considérant l'expressitm même de la racine positive, 
laquelle était — «4- v/û*+ b\ 

L'autre racine s'obtiendra pareillement, en observant 
que si l'on change -f- a: en x^ notre équation devient 

Alors, elle montre que -^vC^ a précisément la propriété 
attachée à la sécante entière DE -, d'où il suit que -—DE 
représente — x\ et par conséquent +x, c'est-à-dire* 
la seconde valeur de l'inconnue x. 
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CHAPITRÉ II. 

jipplication des principes précédens à la 
résolution et a la construction^de quelques. 
Problèmes de Géométrie déterminés. 

1 1 . tJ s prendrai d'ajKurd pour exemples des problèmes 
qui'neconduisent qu'à des équations du premier degré; 
tel est le suivant. 

, Etant donnée;^ ^ bttse d'un triangle et. sa hauteur , 
trouver le côté du ,carré inscrit 

5oit,%. i4, ABC le triangle proposé, dont AC est la 
base, et BH la hauteur. Puisque les longueurs de ces 
lignes sont données,, représentons la première par fr, 
1^ seconde par h, l'une et l'autre étant exprimées en 
parties de l'unité de longuepr. Désignons de même par x 
le côté DE, ou £F, ou FG, ou GD du carré inscrit^ et 
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cbercbonsd'apiri» la nature do pvolilëiaeî^pa«li|ae rela^ 
tion ^ntjoe k^h^el Binoonnue â:. ' ' ' 

Ce9l à quoi nons parviendvoilg, en coostdératiA que 
lecôtéEF étt carré deraot être parallèle à k l>aèeAC/ 
lea triialgl«9 £BF^ ABC, doives être semblables. Or/ 
dan$ des triai^lestemblaUes, les bases sont entre eUes' 
comme les bauteurs; on aura do|ie ici 

Ac:BH::EF:Bi, 

ou en exprimant ces lignes par leurs valeurs numc-^ 
riques , 

b ih i: xlk-^X. 

En égalant le produit des extrêmes à celui des moyens^, 
cette proportion donne 

A jc = ife — bxy 
d'où l'on tire 

bk 

La valeur numérique de xse trouve donc complète- 
ment déterminée par" la condition que nous venons* 
d^éerire en A^Èbre, et Von pourra la calculer d'après 
^cette expression , lonque les vdeurs de ^ ^t< de k sei^ont 
données. ' 

Mais <m poàrra également ^ diaprés cette expression, 
fobtemr par une construction géométrique; car il en* 
résulte évidemment que le côté du carré cberché ou x^ 
est une quatrième proportionn^ie à ^-4* A, b et h, 
laquelle pourra se construire par Fnn des procédé» 
empby éa fig. 3 , 4 , 5. Vùut le fmrê U pW élé^mment 
possible^ il lai^ra, parmi les dirersé» dispositions^ 
de lignes que ces procédé» permettent/ dioisir qnel^ 
ques-uMsr de cetl>ês qui placent la ligne X de manière 
(^u-o» p«me rappliquer av^ le phiv de simplicité à la 
^ure proposée. Pm^ exemple^ en étnpibyarrt le^modé'de 







&f on pourra , fig. i5, prolonger 
k Jbaae AC ou B d'ooe qud&tîté €6* égale à H; puis, 
devttttl ftu. ptmit B" ttoeperpendioulaîre B'H'* aussi égale 
à H, on joindra A avec H'^ et par le point G menant CV 
parallèle à B'IT^ ce a^a le côté du carré clierché; lequel 
9e ti:oaTera ainsi placé perpendîcolatrement A la base AG 
4I11 triaogleb Donc, lef^sqve celui-ci sera donné , il n'y 
4mra qu'à meBier par le point I' une parallèle à la' 
baae. AC , et les points ou cette ligne coupera les côtés 
du triangle, seront £ et F; de sorte que le carré se 
trpwrcâra inscrit en même temps que connu. 

Il faut reiMarc|uer que cette solution n'emploie pour 
deanée que la l>ase et la hauteur du triangle, sans y 
faire eatlner pour rien f indinaison des côtés AB, BG 
si«: la i«sie« Leê deul lignes AG et BH étaient en efiet 
les secik élàuems que nous aTions supposés connus. Or, 
puisqu'elles suffisent pour déternuner le côté du carré 
inscrit, il s'ensuit donc que ce carré est le même pour 
tous les triangles ABG, AB'G, AB'G, %•! >6| que l'on 
peut construire avec la base AG et la hauteur BH. De 
plus ^ dans tous ces triang^ , lé lien où le carré doit être 
placé, sera déterminé par Fînterseetion des côtés arec la 
même parallèle Mienée par V a la base AG. Seulement 
oa voit y par la figure même, qu'au-delà de certaines 
^imites d'indinaîsott des «ôiés sur la base, Pinscriptioti 
du carré, dans HtHèriwè^ du triangle, devient impos- 
sible, pari» qiie l'un de se^ côtés, tel que E^D'', par 
esempie, tenJie en delK^r» de l'espace que le triangle 
«oniicAt ; et il devient évfdetit, par cek même, que le 
derluîer eas d'inaotiptioft intérieure a Ueu lorsqu'un des 
>côtés AB ou fiC devient perpendiculatre sur la base. 
Ceci met donc cédlletoent une limitation à la question 
géométrique. Mais cette linutàtion ne pouvait pas. être 
indiquée par Texpression analytique de a: , parce que 
la coofUtion de krajudle cette expression est tirée, con- 
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siste seulement dans la similitude des triangles ABC , 
EBF; similitude qui subsiste encore, quand l'inclinaison 
des côtés AB^ BG sur la base, ne perinet plus d'inscrire 
le carré dans l'intérieur du triangle ABC. 

Si, au lieu de donner seulement la base b et la hau«- 
teur h, on particularisait complètement le triangle ABC 
dans lequel le carré doit être inscrit , on pourrait pro* 
titer des lignes qui composent ce triangle pour con- 
struire la valeur de x plus élégamment que nous ne 
Tenons de le faire. En efiet, si ABC, fig. 17, est le 
triangle donné, prolongée, comme tout à l'heure, la 
base AG ou b d'une quantité GB' égale à A, en sorte que 
AB^ soit toujours égale à b + h\ mais, au lien de mener 
jpar le point B' une ligne perpendiculaire à k base, me- 
nez-^n une parallèle au côté BC. Alors toute ligne AFQ 
menée par le point A et terminée à cette parallèle, sera 

coupée au point P, de manière, que le rapport -r^ 

b 
toujours égial à J^J~T^ Maintenant, parmi toutes les 

sécantes que l'on peut mener de cette manière , à partir 
du point A, il est facile d'en choisir une AK, dont l'in- 
clinaison soit telle, que la perpendiculaire FG, menée 
de son premier point d'intei^section F sur la base, soit 
précisément la valeur de x. Car il 8u£Blt, pour cela, de 
prendre le point K de manière que la perpendicu* 
laire KN abaissée de ce point sur le prolongement de 
la base^ soit égale à A; ce qui se fera en le déterminant 
par l'intersection d'une ligne BK. , menée par le som^ 
met B du triangle parallèlement à la base. £n effet, st 
cela a lie^, on aura h la fois les deux, proportions 

AF : AK :: b : b + b, 
AF : AK :: fg : A-, 

N copséquemment , 

FG ; h :: b: b + h/ 



sera 



rr 




JW FG = 



bh 



b + n' 



ce qui est précisément la valeur de a*. Il est facile de 
Toir à posteriori que la ligne FG ainsi déterminée , est 
en effet le côté du carré inscrit au triangle; car, par la 
manière dont là ligne AK est construite , elle se trouvé 
être telle que, si d'un ^dcônque de ces points, tel' 
que K, on mené deux lignes, l'une perpendiculaire, 
l'autre parallèle à la base AG, les portions KN, KB de 
ces lignes, interceptées entre AG d'une part et le côté AB 
de l'autre-, aoi^ égales entre elles. Le sommet F du 
carré ioserit au jfcriai^fie ABG, doit donc se trouver sur 
la ligne AK, puisqu'il doit fouir de cette propriété 
que FG ^ale F&; 'mais il ddit se trouver aussi sur le 
eôté.BC du iriangle; il est donc Pintersection de ce 
côté par la ligne A&. Or, pour olvlenir le point K, il 
iiuffît de mener par le sommet B du triangle une ligne 
parallèle à sa base, et de prendre sur cette ligne une 
longueur Bfi. éf^le -à h , puis , de joindre AK. C'est donc 
à cela que se réduit, en définitif, tout l'essentiel de la 
construction* ; 

On. poorrail, arec une égale simplicité, construire x 
de/manière qu^elle se troutât donner immédiatement 
le côté D£ du carré qui est apposé à FG. Le procédé 
représenté fig. 1 S est absolument analogue au précédent. 
Pour oela , prolongez la hauteur BH ou h d'une quan- 
tité» HB^ égale à la base- AG ou h^ du triangle. Alors, 
BB^ 'représentera h^^h. Gela posé , si du point B' on 
mène une Uffie mdéKnie parallèle à AG , toute ligne BPQ 
menée par le sommet B, et terniinée- à cette parallèle, 
se trouvera coupée en P, de manifare que le rapport 

HP h 

pj=: sera égal ^'t-Jtjt. Donc,' si' parmi toutes les sé- 
cantes que l'on pdttt A mener de cette manière, on 
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choisît BCy menée par le sommet (? du carré construit 
sur AG, la ligne DE parallèle à A€', sera précisément 
la yaleur de x , puisqu'on aura à Ja Ibis 



, BD : 


BC :: 


h 


: b + h. 


BD : 


BC :: 


CE 


:b; 


conséquemment , 








DE 


• b •• 


h : 


b-irh; 


a'o& 


DE = 


bh 


r • 



ee qui est précûém^t la valeur de x. 

Il arrive souvent, comiue dans ces deux intemple», 
que l'on peut simplifier la eonsSmciioa d'an» «tpré»^ 
sion analytique 9 en substituant aux. raj^^arts ooo&us 
qu'elle r^iierme^ et qui ont lieu entre des Ugaeg dott« 
nées par le proUème, des rapports éqnivalens^ maîa 
formés par des lignes indéterminées» que Ton oboUk' 
ensuite I de manière qu^ rinooauue que Fon cherche s» 
trouve placée le plus convenaUement posnfaie po«ur la 
question géon^riqne que l'on Fe«t retondre. 

13. Les cons^Mctions.dcH^tnoos venons de fiiire usage' 
serviraient encore ^ avec de très légères modificatâoiisy 
pour résoudre un problème aiisdogue au précédent , mab 
plus jgénéraly qvi conskte à inscrire dans un triangle y 
non plus un carré, mais upa rectangle dent le rappert 
des c6tés est dcHHié. En efifet» soift ABC, fig. 19, le 
triaude proposé iwt on connait jenicmeoçt la base b 
et la baulQui: h : désigaon$ par « le «âté àa rectangle 
cb^rdié qui devna être perpendicudaire à la base^ c'est-- 
à-dire P£ , et par y, le oftté £F, qui Int ler* parsUèie. 
la cPiv^raison diéis triantes <«einMaMnB ÀBC , tJl^i 
donnera» ^mme txmt h rbeure, 

AC : BH :: ef : bi, 

qui devient ici 
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il*oii Ton tire 

Mais si n expHme le rapport qui dmt exister entre les 
43Ôtés £f et B£ <ia reîcUiigle^ il âiudra qu'on au 

y^nx. 

Ciiassant àaac ^ de U première éqMtioa, vytc cette 
valeur, et dégageant x, il vieodra 

bh 
"^ = 1+1^' 

expcesaiou préc^sénuent de même fcn&e que dans le 
dernicx proUèmc^» à «ela prà« ^pie le rappcnt n était 
alors lui jrapppct d'^^ité. Les mêmes i prâeêdés nous 
serviront deoc eaoore pour la construire, cèmme il est 
facile de s>n coaTainiBiNeyet dosncront lie« à des limi- 
tations i»ar«iUM. tumc oSrit nn seul exemple de cette 
..axialogie» 3ii|^oaatti qm l'on vesBle ewployer le mode 
de opjptftruçtion de Ja £g. 17; alors on mëoera par le 
commet B du ifîMf^f £g* lao^ me-ligne parallèle à la 
ha>^ , et l'oti piendra sm* cette li^oe «ne longueur BK 
égia]&£^ ^j puis, Mianaiit AK, qui coupera BG en F, 
FQ «era çr et SF yhOn appliquerait arieo une facSiité 
égaie «op dera imârefli ooMtruction&> Daiis oette opéra- 
tion^j'ai suffio^é qns^l^ prenait îmmédsatement nh, 
puisque A ^t^nt upnonihrc Jistrivit qui exprime mn rap*- 
port^ nh est un multiple connu de ^ , et par oonséqpent 
une ligne coT^HUe. J^âaUnvîinSy si f on roulait obtenir 
même ee multiple par uoe construction géométrique^ 
il faudrait rjemplacer le nombre abstrait n par le rap- 
"port géométrique de deux lignes N et ?i, dont la se- 
conde, par exemple, serait l'unité de long^e^r9 et la 
première, une ligne égale k n.fois cette unité. Alors le 

" TOT} 

produit tih traduit en lignes, prendrait la forme - — , 
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et il exprimerait une quatrième proportionnelle aux 
lignes A, N et H y laquelle se ooiutruirait par une quel* 
conque des. méthodes exposées iig. 3, 4 et 5. 

i3. IL j a des questions géométriques dont la nature 
semble devoir être beaucoup plus compliquée que les 
précédentes , et qui cependant , lorsqu'elles sont écrites 
en analyse^ conduisent à des résultats aussi simples^ 
telle est y par exemple ^ la*' suivante : 

Mener une tangente conmiune à deux cercles donnés 
et situés dans un même plan. 

Soient; fig. ai et aa, C, G, les centres des deux 
cercles, CM, GMf leurs rayons; il j aura deux manières 
fie leur mener une tangente commune; extérteurement 
comme dans la fig. 20, intérieurement comme dans 
la fig* âi. Considérons successivement ces deux cas. 

Dans le premier, £g. sti, si l'on suppose le problème 
résolu; et que MM' soit la tang^te -commune, pro- 
longez cette tangente jusqu'^ ce qu'elle aille rencontrer 
quelque part en T la droite indéfinie (X7, menée par 
les centres, ce qui aura évidemiÀeiit lieu du dflé du 
plus petit des deux cercles; puis, menant à chacun des 
points' de tangencè les rayons GM, CM', les angles 
CMT,.CM'T seront droits par la condition du contact 
avec le cenJe; ainsi, les deux triangles GMT, C'M'T 
seront rectangles; et oomme ils ont, en outre, l'angle T 
jcommun, ils seront semUaUes; *.oe qui deiinera la 
proportion ... 

GM : G'M' :: gt : ot. 

Les rayons GM , G'M' sont connus, ainsi que la distance 
GC des centres ; nommons donc GM , r ; C'M', / ; CC', a, 
et CT, X'y alots G'T seiCa x — a, et la propçrtion pré: 
cédente deviendra 

r : f' :r^ : «— i; 

d'où l'on tire 

rx'^ra^^ /x ; 
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V 

«^ 

d'où Voïk n>it que la distance CT ou x est une qoa* 
te^tne praportionnéOe aux trois lignes r-^f^yù^^et n 
On l'obtiendra donc par une des oonstmctionif espli-* 
qiiées Sg^^y 4, 5 ; mais la dernière de ces constructions 
est. celle qni s'applsqne ici aTCC lé plus dVilégance. En 
effet, par les centres (à, C, fig. 23> menés denx rayons 
€N, 'GK^ parallèles entre eùtf et dirigés d'ailleurs 
dans un saos quelconque) la ligne NN^'qui joindra leé 
extrémités dé ces rayons , ira justement Couper, la ligne 
des centres au point cherché T; car les triangles GNT> 
€'T^'T> qno^ue n'étant plus rectangles en N, N'', y au- 
ront cependant un an^Ie égal; qt, comme ils auixmt 
tou^diurs l'angle T /commun , ils seront encore açm- 
blâbles^ comme tout & l'I^ettre> et donneront précisé^ 
ment )a: même' proportion que nous avions établie ]plus 
haut On^ peut encore faire' sentir plus immédiatement 
l'acooiid de cette construction atec l'expressioif ^gé-^ 
brique ûe Xy en menant par le point N' une parallèle 
N'I> k'ialigpe des centres; car> dans le triangle N'DN 
ainsi formé , N'D représentera a > ND, V'^f^i et comme 
d'ailleurs ce triangle sera pareillement semblable au 
trian^ CNT^on aura> en les comparant Vnn i l'autre ^ 

• • - - ^ • . 

ND : DN' :; ng : CT, ., , 

ott . , >— / : a :: r : CT; 

d*oïi l'on tire > 



:>:; • £Ta=. Jîi^v' ' . " • .^^'î'. ^ 



Tr-'r 



r.< 



c^e$t-à-Hdîire, jprécisémént notre raleui* dé A*. 'Aîti^î , 
lorsqioe léjpoint T aura éfe déterminé par cette c6ti- 
sti^ctiion j a ne testera plus qu'à mener de ce point 
7* Èdit, 3 
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une tangente à Tun des deux cercles; cette tangenf^ 
se trourera être ausri. commime a Fautrej e% amame 
on peut mener du point. T deux pareilles tangentes ^ 
l'uiiP auj- dessus > l'autre a»^ dessous de la ligne «de» 
peoir^s, on^oit q.uç Ja queaiion gfomêUriqité fldmetti» 

dti^x solutions» 

Si l'on suppose que le rayôU: r ,d». prqmîçr eeid^ 
ne$te constant > aiinsi ^e la di«laàce des: «pntne»/ le 
nfodftiit ar re3tfir« con^tant^ Maîii si Pon £iit en même 
jtemiiisi tarier le taj^u /, de mmîhré qu'il ai^rodie de 
|>j|i», eu pliis d'étKe ^1 à r^ UdiffikwBce r^^/ de?»»* 
dffd'^e'plvf eu plu» petite 9 ci reitdra ainsi U ittleur 
de ce de plus an plus grande , puié^elle y entre «onme 
déooïuîwtenr. Cela signifie quç, plus Ie& deuap cercle» 
$^a^pr»cfacnt d'^i» égauk, plu^ rinteraectbii ]de le«r 
ttfi^nte ^mmune aTec la hùàe des ceu^es s'<éfoigiie« 
Ceal e^ e&t oe qtd^estiviffent^pai:' koonstiuctiofi 
jQdèficw Enfin > quand lea iev(É jraJTfQnfi^deyiennctttlotit-à-' 
ftkit é^iïx> ^ dénouîinafceup r-'^r^ est toai^^-Taft nul ^ 
et U Y»le«iP de >x devient iwfirtie'-, c^csVa-dire'qtte'là 
t»T\gpyt^ itomnp^uueJ^M' et la ligne dcp centres ne- se 
i>eiticpnitreffiiti qu'à un^ disiauee in&n\e,'<m^ en* d'âiitré» 
1mm^9 ïA^k^omvA parallelei Fune. à l'autre. 
. EQ,,(M(tii)ua»l^ i fittTfi croître r'^ notre 'expression 
algibriq^ d/e a? éjj^UTe une iiv>di£cation toute nou- 
velle. Sa valeur n'est plus infinie, comme tout à l'heure ; 
mais elle devient négative de positivequ'éHe était d'abord. 
Cette inversion de signe répond k une inversion de posi- 
tion dans la soutangente CT. En e£Pet^ lorsqviçoiïoipavous' 
formé notre proportion par la comparaison des triangle» 
CMT, C'M'T, fig. 2i,iHHiis avons eonsidéré le point d'in - 
tersectiouT comme situé du côté du cercle dont le rayon 
était C'ftJ' ou /'^,çt.Amii Ve^jffP^m^n 4n9^Fj^i(|U0^ q9Q 
nous ^yfm pbteîww povï! Cf ou fl?, éjfcaijt impUf^itei^»)^ 
a)pfor»(xe k cette suppo^itiW' Ma?«teHa^tj par le. «hw»- 
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lêméni Cpé nous mtroduisoiis dans la ▼aleor du rayon r, 
il se troure qne le point T ne doit phts Atre placé de ce 
cdté des centres, mais du côté opposé; f etpresrion algè* 
bri<{ae ne peut donc pins oontmner à lui donner une 
Valeur conforme à notre premi^e supposition , qui est 
deTenoe impossible» Mais eo9|Bme> d«ns la nouyelle si« 
tnation que preod la Kgne GT, sa rekftion avec les ' 
ra jons et la distance des centres reste essentiellement 
k même» la généralité :de 1* Algèbre &ft qu'elle est 
toufours comprûe dans h même expression > dont le 
sigae se trotK^e aeuknietti modifié ooiMne fl attrait dft 
f ètre^ et ocmime 3 l'aurait ,été natnrellemeut , si Fon 
eât établi le raisonnement sur ce nouveau eas^ au lieu 
tde lui àppGqner par extension la ibrmule qui avait été 
faite sur le premier /o& la soutangente GT avait une 
position inverse. 

La détermination du point T, relatif aux tangentes 
intérieures, £g. aâ, s'obtiendra par des considérations 
absolument pareilles , avec les seules modifications qui 
sont néce)s§itée0 par la diflerente position des lignes et 
des tri^nglie^ que l'on compare. Alors > en appelant tou<» 
jours» CT Xy et ^^noervant d'aiUen^ les mêmes déao* 
feuinations qpe préoédemment pour les nçywM et la 
distance des centres > les triangles GMT, Ci^'T, seroiit 
encore semblables et donnoront la proportioD 

CM : CM' :: 'CT : cr, 

ou. . t l / Il X l a---ict . 
- •■ ar . ■ ■ ■ ' 

Cetter esfNesion se oofiistmra d^une maniera tèut^S'» 
fait aualogneà cèQé que nous avons emplovéls pour les 
contads extérieurs. T^r les Centres G; G, fig. s4; on 

3.. 



^6 P&OBLEBCBS 

imènera dete raycms parallèles CN^ CS^, dîirigés saitanf 
un sens qneleonque. On joindra lies points TS,V par une 
droita, et le point T oà cette droite oovpera la ligne 
des centres > sera celui à partir duqud les tangentes 
doivent être mêlées. Il sera en effet facile de Toir que 
cette construction détermine CT par une proportion 
identique avec celle que nous ayons posée pour x* Mais > 
de plus 9 on peut paiement en faire sentir Paccord aree 
l'expression algébrique de x ; car il n'y a qu'à , par le 
point N', mener KD parallèle à la ligne des centres, 
et.la terminer au prolongement de GN. Alors DN' re- 
présentera a , ND) r+/> et les triangles semblable» 
ND«', NCT, donneroBt 

r + / : a :: r :: cTj 

c'est-à-dire préeisément la valeur même que Idous âvoiis 
trouvée pour x. 

t4* Les questions. précédentes, quoique très fadles> 
peuvent déjà indiquer généralement la marcbe que 
l'on doit suivre pour exprima par l'analyse les condi^- 
tions des problèmes de Géométrie. C'est exactement 
la même que l'on suit en Algèbre pour mettre les pro* 
blêmes numériques en équation. 

Onodminence par reconnaître toutes les lignes oon-^ 
nues <ou inconnues qui doivent entrer dans la solution 
do problème> et on choisit des lettres pour les repi'é* 
senter. Si l'on a réellement considéré toutes ces quan*- 
tités, il doit exister entre elles certaines relations, ceis 
tains rapports, qui permettent de les déduire les unes 
des autres. On cherche, d'après les règles de la Géomé- 
trie, quelle marche il faudrait suivre, quelles opéra* 
tions il faudrait faire pour étabUr ainsi leur dépendance 
mutuelle : à mesure que4'on découvre ces opératioDS> 



QD 1^ écrit algébriquement. Le résultat tou» conduit 
toujours à trouTer l'expression algébi^ue d'une des 
quantités connues ou inconnues par le moyen des 
autres; alors tous ^ales cette quantité à la lettre qui 
la représente ; précisément comme si tous aYies Tonln 
la yérifier : tous obtenez ainsi une équation entre les 
quantités connues et inconnues du problème; et, lors- 
que TOUS aTec formé de cette manière autant d'équations 
que d'inconnues, le reste Jachère par les règles ordi^ 
9aires de l'Àlgèbrç. - 

La Téritable difficulté de ces sortes do prc4»Ième8 n'est 
pas proprement de trouTcr les relations qui existent 
entre les lignes, car ces relations sont nàtur^ement 
indiquées par Féaoncé de la question. Nous Terrons 
même que Pon peut toujours , sans aucun artifice par- 
ticulier, obtenir l'expression de ces rapports, et mettre 
les problèmes en équation > en désignant d'une manière 
analytique la marche et la combinaison de toutes les 
lignes qui donnent par leurs intersections les quantités 
cherchées. AJais, ce qui exige une adresse particulière ^ 
ce qui £ait proprement l'art de l'analyste, c'est, de dé^ 
couyrir la ro^te la plus. e^rpéditiTC pour passer de^ 
connues aux inconnues, et de saisir, parmi, tous les 
rapports qui les unissent, ceux qui sont plus propres 
à être exprimés par le c^c\d. J'aurai, dan& le cours 
de cet OuTrage , de fréquentes occasions d'appliquer ces 
remarques et d'en montrer la Tcrité par àe$ exemples ; 
pour le moment, je ne tcux que la faire pressentir. 

1 5. Jusqu'ici les questions que nous ayons traitées ne 
dépendaient que d'équations du premier degré. Nouf 
allons maintenant en considérer de même quelques-une$ 
qui dépendent du second. Une de^ plus simpljes que 
Von puisse se proposer, est la. suivante. 

Construire un rectangle dont on eoQnait* U siir^àciç 
^t la différence des çétés, . 
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SoJI X le plus grand des côtés mcQnnus de^ce reo« 
tangte, aa mm exc^ sar le plus petit côté*, en sorte qae 
rexprwsioEii de c^ui^eii soit x^^ sa. Nommons h le côté 
do carré dont la snrftice doit être la même que c^e dq 
rcctan^e, ia condition de cette égalité immédiatemeni 
énoncée eia langage a^ébriqne^ donnera Péqxiation 

a: (x — aa) = i", ou x^ — aao? = i% 

de Uquelle qii tire pour ^ 09$ deux yaleurs : 

Ce sont précisément les mêmes que nous. avons déjJi 
considérées ; p9ge 20, et quq qous.^^yods construite! 
par la figure 13. La première est représentée par DEJ 
dans cette figure \ J[$i seconde l'est par ^ D£^ Or^ il 

est facile de vérifier que «-f- V/a* + ô% ou DE, est 
en effet le plus grand côté du rectangle demandé; car 
si Ton en retranche la diffîèrence donnée sa^ le reste 
«-^ a -f» j/oF-Pï» devra exprimer le plus petit côté ; 
et, en eSeky le produit de ces Jeux quantités, Pune par 
l'autre, produit qai exprime la surface du rectangle ^ 
se trouve égal à &*, comme Pénoncé de là questiou 
PesLigeait 

Ce caloul nous apprend, de plus, que la seconde va^ 

leur de j;, ou a — V^a* + 8*, étant prise aTCC un signe 
contraire , représente le plus petit côté du rectangle j 
C^est aussi ce qu'il est facile de confirmer par la con-^ 
stmction même'; car nous avons vu que cette seconde 
racine, prise avec un signe contraire, est représentée 
par DE', ïBg. 12. Or, dans Je cercle E'BE, le produit 
de la sécante entière DE, par -sa partie extérieure DE', 
est eh efifet toujours égal au carré de la tangente DB, 
lequel est ici égal à i*, puisque dans la construction ', Fou 
a pris DB égal à b. Mais on peut se demander pourquoi 
ce petit côté, que Ton n'avait pas pris pour inconnue,^ 



et çae mèast on n'avait pas eu Piatentialii cPmtroMie 
tmméiUaleuieiit dans l«s oondftitiiis Éfl/tiqwas, tfy est 
oependlaiit trouré oompm aenlemest Kfet une intertion 
de siglie. <?eftt qee TÂlgMbre, par » mitawe, ne âottne 
pas se«leaieBt la taleur des îdcoomms kpà Voa a e«i 
rînleiitîi» de ciwMhaf^ et que Van a twAi déterminer 
en les aiso^tlissanit À la otmditîc» espriméepar Péqiuh> 
Ikm dont on les feft dépendre; maîSj en terfu de. sa 
généralité^ die donne en méftie temps les râleurs de 
«otites les inconnues qui peutent satisfaire k la condi* 
tkm amalytiquë que Ton a établie; et cela arrive ainsi , 
parce que cette cbkièîtion esfl b seule ckoêeqni^ sjiécilSé 
réettenetent la nature du problème que Fou a voulu vé^ 
soudre, e| qui en détermine Féooiioé définitif^ quelle 
que puisse être la Aiultiiude et la diversité des eonsfdé*^ 
ratkms qui ont servi de passage pour y arriver. Dans lâ 
question actuelle ^ par eifeiuple, ayant pris pour in-^ 
connue le plus grand côté du rectangle cherché^ nous^ 
avons trouvé que sa valeur dépendait de l'équation 

c^Ml^ii^^re que cette valeur étant substituée au lieu 
èeXj devra ssrtîs&îre 1^ Pégaltté que l'équation eipribie. 
Or^ si/ parmi toutes les coiubiûûisons analytiques que 
!V)n pfent former avec les lettres a et Z^, if en* existe 
qxrelqn'trae qui, sans représehter le g^amd côté dé uiAtré 
reetHngle, ou métne s^ms avoir aucun rapport géomé- 
trique avec sa «mitructîoii , soH cependant trfte> qu'é- 
tant substituée au lieu de' ± , elle satisfa^^e aussi à la 
méine équation dont ce côté se trouve dëfieii'dre/ , ïl 
est éndent que dette ' cbinbit^iéon , que nous lii'àvfôns 
pas eà vue, et que ' noue tfavitms peUt-être mèhie pai 
soupçonnée, nous d'elTS *ftre également dontiée^ par Id 
résolution géuéràte dé' nOtfé 'èquatii)n: C'ùst 'fe^préci- 
sèment ce quiarrit^ dané la quéstiott àctuélfe^'ofe^ la. 
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£onctioi| a*^|/a* + ^9 <1uoique>ii'«xfuriniaiit point le 
avAMid côté de notre rGctaiidle>.se trouve. néamiioîiu 
iltre une raeine de la même équation da.aedoiid 'degré ^ 
i laquelle la Taleur.de ce oâté doit satûfaive. Il-faut 
bien que la résolutiou générale de l'équatkm noua la 
donne en même temps que cette Tafour. Maintenant, 
par quelle rencontre arrÎYe-t-il .que la fonetîon dont il 
s'agit étant prise avec un signe contraire > i^résente 
le petit côté de notre rectangle? C'est que s'il nau^ 
avait plu de représenter ce petit côté par -— a^,. comme 
lïou^. aurions bien été le$ maitree de le faire, la ;nott"» 
Telle inconnue x se serait trouTée dépendre de la mém^ 
é^^^tion- du second degré , à laquelle le grand coté est 
assujetti* En effets dans cette supposition, le plus grand 
cdté eût été exprimé par t- ac;+ aa ;, et en multipliant 
cette expression par — x, puis égalant le produit am 
carré ^^, nous auriom eu pour déterminer a?> 

c'est-'à-dire précisément la même éc^uatîon que ci-dessus^ 
Ainsi, quoiqu'en foirmant cette équation, nous n'ayons 
eu en Tue que le plus grand côté de notre rect^ingle, 
la résolution algébrique, doit en déduire aussi l'exprès^ 
sion du petit côté en changeai^ son signe, puisqu^ainsi 
piodifiéè, die y^tisfait également. Mais nous devons 
conclure de la, comme. conséquence, générale, qi^ie» 
lorsqu'on, a. résolu complèteiuisnt Féquation, algébrique 
de laquelle ^^p^^^l un problème de Géométrie , il fau| 
dîsçutej: successivement les. Racines ainsi obtenues , 
en Içs .appliquant à Ja question, particulière que l'on ^ 
Toulu f:ésoudrej| afin de reconnaître parmi ces racines 
celles ffx\ expriment jréelleme^t l'inconnue qu/ç l'on 
çberç|ie , et, celles qui expriment d'au,tres qu9aitité& 
applicable^ pu non au. ^ême. problème , mais au^ly -* 
tiquqmept dépeiidantes de îa» mêo^e équation, • 
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f 1^/ On aura im exenorple de ces solutions analytiques 

tout-à-fait étrangères^ dans la question suitante : Par^ 
tager une ligne donnée en àvax parties telles, que la 
première soit moyenne proportionnelle entre la ligne 
entière et l'autre partie. 

Soit, £g. 2$ y BO la ligne donnée, dont nous repré^ 
senterons par b la longueur; appelons x le premier 
sèment inoonnu DX; puisqu'il doit être moyen propor*. 
tiçnmel entre DB, qui est 6, et BX, qui est fr— x, on aura 

ce qui donne pour x les deux racines 

' Ces expressions sont un cas particulier de celles que 
nous aTons considérées page 24, et que nous aTon^ 
construites fîg. 12; seulement la ligne BCj» qui alor^ 
a^ait une valeur quelconque égale à a^ se trouve ici 
égale à i & -, c'estr^a-dire à la moitié de BD. Le système dq 
construction §era donc le même, à cette seule circon- 
stance près; ainsi, à l'extrémité de la ligne BP, fig* 25, on 
élèrera une perpendicolaire BG. égale à ^ fr, ou à la moitié 
de BD; puis, joignant les points D et G, la ligne DG 

représentera la partie radicale V/i^+x* Alors, si, 

». ' ■ 
du point G Gomuie centre, avec BG.pour raiyon, voue^ 

décrivez une circonférence de cercle, la ligne P£^ re«. 

b / b^ ' 

présentera' la première racine 1" V ^* "^ T ^ ^^ 

1 la ligne PE, prise. avec un signe contraire , c'eat-^-^dire 

b / b^ 
•^DE^représentera l'autre racine , \/ P^ "^ T i 
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il ne reste donc plus ^u^k faire rapplication de ces 
Ij^pmes k noire proUëme géométrique. Or, il est facile do 
voir que k racine positm D£' j satis&it, et représente 
le premier fiegment I>X; car d'aibord^ étant plus petite 
que la ligne entière by elle petit s-en soustraire; de 
^«s> si l'on efibctue. cette soustractiop y le reste sera 

— — 1/ b*+ ^j et ce reste, toujourspositif, étant muU 

. . ' .33* y ' ^a 

tîplié par b, donnera pour produit -> b\/ b^-^—j ^ 

ce qui est en effet égal au carré de — ^ + \/^ + T». 

ou de DE', éomme l'exigent les conditions fondamen- 
tales du problème. Si doue du point D comme centre , 
avec DE' pour rayon , vous accrivez une circonférence 
de cercle qui viendra couper la ligne donnée DB en X, 
le segment DX égal à DE', sera le premier segment 
cherché, et le reste BX sera l'autre segment. Cette. con- 
struction est précisément celle que l'on donne dans les 
élémeds tfe Géotoétrië, ^our couper une ligne donnée 
en moyemie et cxtrêtne raison. Ëti effet, les conditions 
d'une 'telle opérafibà sont exactement celles que nous 
avons établies par notre énoncé. 

Maintenant, si nous discutoiis l'autre racine, qnrî est 
toute négative , nous voyons d'abord «que cette particu- 
larité nous la dési^;iie comme n'étant pas appliciMa à 
la question géométrique que nous nous somn^es proposé 
de résoudre. Car ayant supposé dans notre construc- 
tion que le segment BX devait être porte de t) vers B ,' 
si l'Algèbre lui donne une valeur négative > cela signi- 
fiera donc qu'il doit être porté en sens contraire de 
ïtotrc supposition, c'est-à-dire de D vers X', sur te ptn^ 
longement de BD* Alors ce résultat. n'est plus applicable 
à la question que nous savions en rue, puisque la ligni^ 
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donnée PB ne se trouye plus partagée oomme bous le 
ifemandioBs; nrnis il offîre la solation d'uùe autre quet^ 
tkm à laquelle nous n^ayions pak songé, et qui ae trouve 
dépendre de la nj^me équation ; et cette questioiî est ': 
une droite BD étant donnée, trouver hors de cette 
ligne et sur son prolongement* u& point X' tel, que 
la longueur DX' soit moyenne proportionnelle entre 
la iigne donnée BD et la longueur totale X'B. En effet, 
supposons qu'il nous plaise de r^résenter le segment 
inconnu pX' par *— x, comme nous sommes les maitres 
de le faire, puisque l'on peut choisir à volonté les dé^ 
nominations algébriques par lesquelles on désigne les 
quantités inconnues ; alors la longueur totale X'B sera 
'f~^x+bf et son produit par b sera b(b^^x). Or, 
pui^ue ce produit doit égaler le carré de DX', qui 
fist -f-J^, on aura, pour déterminer Pinconnue 3^ ^ 
Téquation 

aj^=:i(i — -a;), ou x* + ij?==i"; 

c'est-à-dire précisément la même que nous avions ob- 
tenue^ en cherchant la solution d'un proUème bien 
différent. D'après cela, quand nous résolvons généra - 
, lement cette équation , et que nous découvrons toutes 
ses racines, nous devons obtenir aussi bien celles que 
nous avons eu dessein de chercher, que celles qui sont 
étrangères à la recherche particulière qui nous occupe ; 
et ainsi ^l'emploi seU de ces racines peut nous faire 
discerqer celles qui sont spécialement applicables au 
prohibe géométrique que nous nous sommes spécia-? 
lenient proposé. 

17^ Voici maintenant mie autre question aussi inté- 
ressanté par les artifices analytiques dont elle fournit 
l'exeiaplè , que par l'élégance des constructions aux- 
quelles elle conduit.^ 
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Étant donné deux droites indéflmes XX', YT', fig. 26; 
qui se coupent perpendiculairement en G , et un point M 
placé dans l'angle TCX', à une distance égale et connue 
de ces deux droites^' on demande de mener .par ce point 
une ou plusieurs lignes droites MQP, telles que la por* 
tion FQ , comprise entre les lignes TY'^ XX', soit 
légale à une longueur donnée c. 

Du point donné M, menons les perpendiculaires MA, 
MB, aux deux lignes XX-, IT^^ Par les conditions du 
proiilème, ces perpendiculaires seront égales entre elles 
et données; je représente leur longueur par a. 

Maintenant, prenons pour inconnue la distance AP, 
comprise enj;re le pied de la première perpendiculaire,, 
et le point P où la droite cherchée coupera la ligne 
indéfinie. XX^ Appelons cette distance inconnue x. 

Alprs la distance GP sera sc-rc; et les trianglesi 
semblables MAP, QGP, donneront cette proportion ; 

AP : AM :: CP : CQ, 

ou X ; 4 ÎI a; — o ; CXJi , 

d'où Von tire 

^ X 

Ayant ainsi les expressions de CP et de CX2 9 il n^ ^ous 
reste plus qu'à écrire que, dans le triangle rectangle 
,QCP, l'hypoténuse PQ doit avoir Jour longueur cj 
cette condition donne 

CQ» + CP» = PQ% 

ou . ^J^i=l^ + ^,c^ay=^c\ 

t 

Voilà donc une équation qui, étant résolue, détermi- 
nera l'inconnue x» 
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Qr, il est évîdisiit que^ lorsqi^qn anra délin^ celle 
^uatîon du dénominateur x* qui entre dan» k premier 
membre , elle se trouvera être dti quatrième degré en x ; 
et par conséquent, elle semble déyoir excéder la portée 
des méthodes de résolution qui réussissent poinr les 
équations du second degré. Mais cette difficulté n'est 
qu'apparente , parce que la forme particulière de Téqua- 
tion permet de l'éltider. Four cela, sans faire dispa- 
raître le dénominateur a^, il n'y.a <{a'à développer tous 
les carrés indiqués, et effectuer en même temps la divi*: 
sion par x^. On trouve ainsi 

a*— — +- +00»— 2ax + a* = c», 

ou, ce qui est la m6ltte chose, 

a^ /a» \ 

■• _ . . 

Ûr, les trois premiers termes sont précisément le carré 

a* . 

de— 4" x; c'est-à-dire de la seule fonction de x qui 
X ■ * 

entre dans le reste de Téquation, et qui w b*j ti^ouve 
qu'il la première puis9ance. Si donc on égale o&tte fonc- 
tion à une nottvdle inconnue z, en faisant . 

a» 

X ' 

A se trouvera asfltitîet^i.i Féqiwlite 

Celle-ci n'étant que du second 408^) pcnit aisément se 
résoudre, et donne pour racines 



z 



=sa+'\^a*+d', ztzza-^^a^ + c". 



Il ne restera d<ync plus .qu'a. prendre successivement i 
égal à chacune de ces valeurs qui sont ciltièrement con^ 
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nne$, et les Takurs oorrespondaiites de r se déduiront 
detoiTeUtim 

X, 

qui; en faisant disparaître le dénominateur x, don^iç 
l'équation du second degré 

Les deux ^afeurs de s sont faciles à construire; le ra^ 

dicftl V^a* 4- c* représente l'hypoténuse d'un triangle 
rectangle, dont a et c sont les côtés. Ayant donc formé 
cette hypoténuse, qui est représentée par BH, fig. 27, 
on la portera, à partir du point B, sur MB, prolongée 
vers Z\ et sur BM, prolongée vers Z''; alors MZ' repré* 
sentera la racine positive a+ y a^'-J-c*; et la lon- 
gueur — *MZ'',, ^est-à-dire MZ'' portée dans un sens ^ 
contraire à MIP, comme le montre la figure, représen- 

tera la racine n^ative a — y a*+c*. 

Pour avoir maintenant les valeurs de x correspoii- 
dantcs à chacune de ces racines, considérons d'ahord 
Ul première, que nous désignerons spécialement par z\ 
fin la substituant dans notre équation en x , celle-cî , 
aprës avoir changé ses signes, pourra se mettre sous 

la forme 

x{z'^ x) = «e* 

Alors, en l'interprétant sans 1» pésondre, 0» voit qwe a 
représente l'ordonnée d'un cercle dont a' est le dia- 
mètre, tandis que x et a' — x sont les deux segmens 
ooupé» par l'ordonnée. Donc, svtt WL* ou %' éomme 
diamètre, décrives une eîrcoia J fer cncc de cercle. Pin- 
tersectioft-de cette circonférence par la /ligne, indéfi- 
nie XX', donnera les deux valeurs de * correspondantes 
à zf, kaqoflUHi se tio«?eroi|t imfnidialement repré- 
sentée» pat AB^ AP^ 



DE GioXÉnttl PÉI^BMIKKS. Aj 

Aaas«iis maîntepaiil à la seconde valeur de £• €eUe-ct 
étant ésseûttdUement négative , ndus la représenterons 
par — z!'y de sdrte que s'' sera une quantité égab à 

«.a+V^a*+c», on à MZ". Çetlç noavdiie valeur — *' 
étant substituée au Jieu de z dans F-équation en x, il 
Tient 

a:*+^"a: = — a% ou a; (zi" + x) » -^ a*. 

Ici le èigne positif An second terme en x donne Heil 
à une particularité nouTelle; c'est que les vdeurs de x, 
q^i pourront sati&Ëadr^ à cçtta éfinâlÂonî. seront néQe«« 
sairement négatives; car si on les supposait positives^ 
le premier membre x^+a^x serait entièrement positif, 
et coB^équemment^ il ne pourrait |»as être égsd à — a% 
comme il doit Tétre. C^'est aussi ce que moiitreraient 
les expressions mêmes des Taleui^ de a:> sri on' lés dédui- 
saÀt par la résolution de Féquation, et qu'on y supposât 
ft^ positif. Pota* représenter eette particularité dans la 
coaatructi^yii géométrique, il suffira de prendre les 
valeurs de — ^02 du côté opposé fc celui oli nous ayond 
pcyrlé les valeurs positives: Supposant donc qùW ait 
sot«i de te faire, représentons* des valeurs par + r', 
c'est-à-dire, substituons — ^x' an lieti de +j: dans 
notro équatio» en zf^ il vîeïidrà • - '' • 

AkijBiiy 'dans* ée <as comme dâiîis le pi^^eédent, a sef 
tronvis déàffueti Fordonnée dhib cét«let dont tif' est le 
difinètve> et it', tP-^x*, leo^'deiiK segtt^n^dê Fordcsi* 
née. .Démo 8ui?')IZ^ o« A^'Oèwsiie ^KiMaètre, décrjm» 
UQ^ pamlip enr<§oiifik«iioe/èt feâ polîktâ P^, P'i oà«l)e 
sera eoupép fuû k ligne- itildéfinio^ XX^y donnerewt le» 
dîstaapes AP^^ Al^y <^ seront le» deuK valeurs de x 
«orrffqyiiidjMitofttàk i^atewr négf^tjve de «. 
A(aû4manl9.pav;W iK>î«i donpé, Ai, et par chaoïm de* 



points P9 1^, P*> P'^ ainsi détermâiés^ onipourra meiiei* 
autant de droites^ qui satisferont égalemeiit à la oon^ 
ditîon analytique énoncée par l'équation 

Or, pour ces quatre droites ^ soit que Pon suppose x 

positif ou négatif , la fonction (x— -a)* représentera 

toujours le carré de la distance CP^ laqufelle dcTient 

CP' pour la seconde solution > et CP", tP* pqur les 

aHx — ûV 
dcilx autres; de même; le terme ■' ^ ' ; représen^ 

^ :•■ • • • 
tera toujours le carré de CQ ou de CQ', ou de CQ'^ 

ou de CQ^> comme il est £acilo4^ le vérifier immédia-. 
tement par la similitude des triangles GP'Q^ et AP^M y 
CVQ' et AF'M; CF'Çr et AP^M^en aywt ?oin d'asr- 
signer aux lignes AV, AP^^ des signes négatifs^ pour 
indiquer leur situation opposée aux A^yJ^V^^^ que nous 
avons considérées comme positives. D'après cela , l'équa- 
tion précédente exprimera toujours que , pour ces quatre 
droites sans distinction , le carré de la partie interceptée 
dans l'angle droit, esi/çg^ au carré de c; et comme 
elles passent d'aillenrç toutes par le point donné M, il 
s'ensuit qu'elles offriront autant de solutions effectives 
du problème géométrique proposé. 

n j aura toutefois cette différence ^tre ^Ues/que 
l'inscription d^doitx arêtes PQ y FQ^^ dans lès ah^ixh 
extérieurs au point M, sera toujours possible > quelle 
q«e soit la longueur donnée c, au lieu que l'inscrip-»^ 
tk» des deux autres dxioites.F'Q^, P^Q'^ situées dan» 
l'angb. TCXv^ où te point M^ setronve, ne pourra pas 
toujours se réaliser. En effet > pour les d0im.pcemvkTes^ 
le d&mètre MZ' du cerde qui les donné, étailt exprimié 

par a + ï/a*+if, sa moitié, qni est te rayon die 
es cercle, siurpassérst tov^ours a ou 01 A^ Ainsi/ la 



ciroonfére&ce de ce cercle sera toujours rédlement 
coupée par la droite XX', quelle que puisse être- la 
longueur de la ligue PQ ou C qu'il s'agit, d'ioscrire. 
Mais il n'en est pas ainsi des deux sojlutions AP'', AP", 
données par l'autre cercle. Car le diamètre de celui-ci 

étant exprimé par — a + y a^ + €?•, peut, à catuse de 
l'opposition de signe des parties qui le composent, être 
ou n'être pas plus grand que âa. S'il surpasse aa, le 
rayon surpassera a , et le cercle sera, réellement coupé 
par la ligne XX', en deux points F'P*, difPérens Pun 
de l'autre , qui donneront des râleurs réelles et distinctes 
de X , représentées par AP* et AF*. Si ce diamètre de- 
vient égsd a aa, ce' qui arrivera quand on aura r^=i8a% 
le cercle touchera seulement la droite XX', et les deux 
pojints V^Vy se réunissant en un seul, ne donneront 
qu'une solution, dans laquelle les deux droites P^MQ", 
P'MQ'*, viendront se confondre; enfin, si la ligne 
donnée c devient encore moindre que cette limite, 

c'est-à-dire inférieure à 2a t/ 3, le cercle construit 
sur M'Z' ne coupera plus la ligne XX', et les deux 
valeurs correspondantes de x deviendront imaginaires • 
de sorte que la ligne C ne pourra plus être inscrite dans 
Fanglov YCX', où le point M se trouve , quoiqu'elle 
continue toujours à pouvoir l'être dans les deux autres 
quadrans.. 

Si l'on veut voir géométriquement pourquoi la valeur 
de c, donnée par la condition 

^ ofire la limite d'inscription possible dans l'angle TGX', 
il n'y a qu'à la constrjaire j elle est. évidemment la dia- 
gonale d'un carré dont le côté est aa. Prenons donc 
wax la figure 27, AJj = a, et BL' = a; LL' sera la 
longn^r ckerchée de o. Qr, la droite LL', tdle qu'elle 
se trouve ainsi placée, passe évidemment par le point M \ 
7* édiU , 4 
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fâk tàûnfak «tonc k 4a eoÉrAitrân if insÊrifltien âetimti- 
défr^ «t pmr «coaséquetity elle offre tieXte démëre âolu- 

. tiott , diiDs lM|uelhe les lignéi fX^y i^Q*» finiaoeiit par 

. sificoii^di%. IkWMÎ est-^Ue umqpe de scm espèce /■puis' 
^qu'elle est jHèitpeBèiciiiaite au.rayoïi <M , meté du point 
doB»é<M am «ommet-de Pangle YCX^ et c'est ^en Tertu 
de oBtte eondition 'qu'une droite pku pèliie ^a'^Ue , ne 
ipeikt pas>èlre in^efite dan9> cet aa^Ie, en paMaiit par le 
méme.poîtit. 
. Il «MMiS tresté k ej^iquer «pouvquei cette question^ 

Hfm te tt%wfe atoM compeiFtbr ipiotife «ïlulietis.diiEi- 
rente»^ ^et qui Hen lofiet CDadint à mœ éqmtion idu 
q^iatriimedegvéy se trouve ^pourtant résokiMe pur des 
loÉviHilea'da séoeiid. Cettetpartioularitè tîeiit ii ce > «pie 
la dispoÉÎtion du pomt M étant symétrique par ri^ppart 
aUK ^piadrans YC3Ly T'CK", s'tt enisie une «dulâo» poB- 
tAte fdans le (premier de ces qundrans j A en eztMe ne- 
tMHiirerittent ^fpur le fieoond , une abaolnnaent paoeîtte ; 
de'^orte ^que ces deux soUitions. se trouvent Uéas l'ime 
à Fautrefpar «otte relation;. et deœénuî^ dans Je qoa- 
drans YCJL\ où le point M ce trouye^ .^'il y .a une 
solution ^ssiUe,rpour laquelle la<Lroite iascrite.&nne 

nia certain angle «avec l'axe CY, îl «n existera B«aes- 
sairement une .seconde, 'pour .laquelle la droite ^a-un 
angle exactement pareil avec l'axe CSf-^ en ve^tu-de 
la position symétrique du jpoint M relativement ik ces 
deux axes. Cette relation ïde t^fmétià^ ^uropse à^i^es denx 
solutions , les a pareillement réunies dans le calcul en 
un seul groupe; et, comme la condition relative à 
^ba^ue ^groupe 'était - d)fiëi*e»ite > -Féquation «génénQe , 
i^ '«xyrÎHUdt 4 ia 'Jo» 4'uHe tst l'imtve , Visst iaistiée 

^ééooaqiewrien dem ^ctvetrrs dvseooBd 4egré, ayant 
le^xioeffîdient de le«r second terne drattionnâl, lesqilHs 
«otu'ont^flontié Aaqoe'^roiipe 'séparément, pffr4a'*rè- 



^ 



1^. (kl peat donc iaftcer de «etie e«iigidératkiii , ffom 
^ l'on choisissait pour ineoanoe (fudqve quantité qui 
eût y pocuf les deux solutions de diaque groupe, ÙAe 
Taleur unicpe, la déteraiinatton de œtle inconnue ne 
conduirait qu'à une équation du second degré ^ dont 
laTésoiutûm ferait eonnattre les deuK valeurs inégalée 
qu'elle doit avoir dans les deux groupca Gela arrire «n 
eiSet ainm, et nous sllons «a donnw des exemples. Or, 
cette remarque est très importante k ùàre dans tons 
les jM'oblèmes. Car les inconnues qui ont le plus petit 
noiâbre de videurs, sent généralement les pins avwi^ 
tegeuses à dsoisir, comme étant odles qui condniseat 
MO. éqinitions les moins élevées. Mais, pour qufeUes 
ciirent rédkfment ceAte utilité , il âaut encore qatéHet 
remplissent me antre condition , de laquelle on ne peut 
jamais /assurer tomt-àrfiiit que par le calcul même; et 
cette condition e^ que les raisonnemens et les équationa 
qui servent à déterminer Finconnue qoe l'on a choisie, 
ne se trouvent pas appartenir aussi à quelque autre 
quantité pareâlement inconnue , que Fon pourrait aussi 
hien t^oîsîr k ^ place, comme cela nous est ^arrivé, 
par exempk, I(M*sque nous avons voulu -J^struire nn 
reetai^Ie, comiaissant la Jtflérence 4e ses côtés et sa 
surface; car alors, quel que §tt celui des deux côtés que 
nous prissions pour inconnue , l'autre se trouvait éga- 
lem^ donné par la même équation; et paref^Hement , 
lorsque nous avons cherché le premier segment d'une 
ligne coupée en moyenne et extrême raison, nous atons 
trouvé que la condition algéi)rique À laquelle nous 
étions conduits , renfermarît aussi la ^iition d'une ques- 
tion toute di^Rh'ente, que nous n^avions nullement 
sottfl|'A j coïopténàre.Jbry quand il ^i est ainsi, la ré^ 
sMimon de l'équaCiOn par laquelle la condition algé- 
brique est exprimée, doit donner nécessairement pour 
finconnùe autant de vdeurs qu*il y à de mainères d^y 

4.. 
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satisfaire \ et oonséquemment , le degré de cette équa- 
tion doit se -trouver plus élevé qu'il ne le serait, si l'on 
avait pu énoncer isolément les conditions particulier 
rcsnent propres à la seule inconnue que l'on voulait 
découvrir. £n appliquant ces remarques à la question 
géométrique que nous considérions tout à l'heure, on 
opnçoit que, si une pareille complication s'introduisait 
dans .la recherche de quelque inconnue. que l'on aurait 
(Aoi&ie uniquement à cause de sa rdation commune 
avec usL même oouple de dnoites inscrites , ce serait vai- 
nement que l'on fonderait sur ce choix l'espéranoe d\ine 
solitt'ion plus simple^ car l'intervention des inconnues 
étrangères qui se trouveraient comprises dans le même 
énoncé algébrique, élèverait de nouveau l'équation finale 
que la ^métrie de l'inconnue aurait dû abaisser. 

19. Je.. vais maintenant donner des exemples de ces 
divers accidens analytiques ; et, pour commc^ncer par un 
cas où l'abaissement désiré s'opère , je supposerai que 
l'on prenne pour inconnue le rayon du cercle inscrijt 
aux deux triangles P"CQ", P'^CQ*' compris dans le qua- 
c^ans YGX^, fig. 28. Ce rayon leur sera, évidemment 
oommun, pmqu'ils- sont égaux. Même, à cause de la 
symétrie de leur situation relativement aux deux droites 
GY, CX^, il n'y aura qu'un seul cercle inscrit pour ces 
deux triangles ; et il aura son centre sur la droite CM , 
qui divise Vangle commun YCX' en deux parties égales. 
C|9,,i^y<>n semble donc réunir tous les avantages qui 
peuvent simplifier la détermination des inconnues. 

DésigBons-le par r; et , du centre G menant des 
perpendiçidaires OD, 0£, OF, sur les trois côtés du 
triangle, il est clair qu'en vertu des conditions de tan- 
gence, P^Ç sera égal à P^'D, et Q'T à Q'E^j en outre, k 
cause 4e l'angle droit £ÇD, les longueurs CD et cE se- 
ront l'une et l'autre égales à r. Ainsi^ P'Q' devant être 
égal â la longueur donnée C, le périnK^èti^e du triangle 
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sera c+ c 4" ^r, ou ac + ^r, et cette quantité multi- 
pliée par le rayon r, donnera le double de la surface 
du triangle, laquelle sera exprimée par arr-f-ar*. 
Mais on peut aisément l'exprimer encore d^une autre 
manière; car, en vertu de la similitude des triangles, 
MBQ^, FCQ", le côté MB ou a du carré inscrit est 
égal 'au produit des cAtés CP*, CQ*, divisé par leur 
somme ; laquelle est, comme on vient de le voir, égale 
à.c + ar. Ce produit, qui exprime aussi le double de 
la surface du triangle, sera donc égal à a{c-{-Qr)) 
ainsi , Von devra avoir 

UCT + ar* := ac 4- awr, 

àc 
ou r^ + Cc — a)r= — : 

a 

équation qui n'est que du second degré en r. 

Or, ici on peut se demander pourquoi, cette é€|uatiôn 
s'élève même au second degré; car il semble qu'elle 
devrait être du premier, puisque le rayon cbercbé n'a 
qu'une seule valeur pour les deux triangles sur lesquels 
nous avons établi nos raisonnement. Mais on va voir 
qu'une seule des racines, qui est positive, représente 
notre rayon; tandis que la seconde, qui est négative , 
étant prise avec un signe contraire , représente le rayon 
O'iy d'un autre cercle, dont le centre serait en O' sur 
le prolongement de la droite CM , et qui toucberait 
extérieurement les c6tés des triangles CPQ, CP'Q', 
situés liors des quadrans où se trouve le poînt, M. 

En effet , ces deux racines sont 

r - _ (<^'~«) . l A* . £ - 



Afin de les simplifier, nous les multiplierons par a ; 
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ce qui donnera les diaAiètres de^ cercles <jue nous 
nons de désigner. Nous aurons ainsi 

ar= — (c — a) + i/oM^, 
.ar= — (c — à) — ^a^+c^. 

I>al|n*emière de ces expressions est toujours positive, 
puisque a'+c* surpasse toujours (c — a)*; la seconde > 
au contraire 9 est toujours négative. Pour les construire, 
prenons, fig. 39, CC égale à la longueur donnée c, et 
menons CB; ce sera la partie l*adicale. Maintenant, 
du point G' comme centre avec CA ou r — a pour 
rayon, décrivons une circonférence de cercle qui cou- 
pera la droite indéfinie BC en deux points t, t^ ; alors 
BI représentera la valeur positive de ar, et — BI' repré- 
sentera la valeur négative. En décrivant deux arcs de 
cercle du point B comme centre avec ces deux lon- 
gueurs, on repox^tera la première en 6L, la seconde 
en BL'^ et, en divisant celles-ci en deux parties égales, 
leurs moitiés NB, lï'B, seront les deux valeurs cher- 
chées de r. Si des points N, N^ on mène iSO, N^O', 
paraltèles à CT, et terminées à CM , les points O, O', 
seront les centres des cercles cliercliés. Cette interj»^ 
tation est évidente, quant à la valeur positive àe f, 
qui exprime f inconnue même sUr laquelle notre équa- 
tion est établie ; mais il faut en prouver la réalité pour 
là valeur négative que fions n'avions pas alors consi- 
dérée. Ôr, cela est très facile^ en clierchant de même 
directement l'équation qui déterminerait le rayon D'0% 
fig. a'H. Pour l'obtenir, nommons ce rayon ^^ Gomme 
il doit toucher les trois lignes Cï', GX , MPIT, fig. 28 , 
PF' sera égal à PIT, et QE' à QF. On aura, en outre , 

GP=/+Pb', CQ=QE'— /, qr—c + vr-, 

conséquemment, 

CP — CQ^ a/ — QE'+ PD' = a/— QF + PF 

= ar' — c. 
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en fiMGltoii d» njwk ^ aa lieu de leur soitim^ , ^uo iloii» 
avions précédemment obtenue. Cela su£Bt pou* espri- 
nwr de néne 1» ataBrftMe «ha triangla CSQ-totteképar 
le oerele; car elfe eat ég^ à la àemmte éss- Iviaagleet 
QCre^ QfyP, moins k triangle CaP. AînaH lé doubte 
âe eatte surfaoe anr» pour valeur 

/(PQ+CQ— CP), ou ac/-^ar'K 

liais on pent enpare en avoir une autre expreasion en 
cherchant le rectangle des côtés GQ > CP; car les trian- 
gles semblables MAP; QCP, donnent 

a:CP-f-fl ::CQ :CP; 

A'iMà l'oA tke 

CP X CQ =i: a(CP — ÇQ^) = aor'— oe j 

( r 

égalant doonc oitte expression à la picëiçéd^iit^, il yiea*. 
dra, pour déteraiqer i', . . ' 

2c/i— a/* =■ aa/— ac j ' ou r'* — (c — a) r' === — ' . 

♦ • ..a ' 

Cette équation est précisément pai^etlfe à celle ^ue' 
BODS avons <Atentie en r, wteç la aeut& êStétence de 
sljgne du second terme , et elle aurait oomfctdè areo 
elle, si , an Keu tte teprésenterle rayon OV par ^ /, 
nsu» Fetiamns représenté par -^r^^ comme nous aVtons 
toute Bberté de le Ikire. Ainsi; Fon voit que la seOônde 
raeine de J'équatkm en r étant prise avec un signe 
contraire , représente réellement te- rajon'dii cercle 
qsi toitcbe extérieurement les triangléâ' ^^^y CP'Q', 
comme nous Pavions annoncé. IX^près êela*^ ayant ces 
rayons ; il ne reste phls qu'à décrire' aiiii»iir des 
points O j Qly les oircQfiféireivseï» des» cercles qui leur 
correspondent; et les' tanjgentes menées du point M 
à ces cîrconféréfices / seront -Ms drertes demandées, 
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lesquelles seront érideimnent sujettes aux mêmes limi- 
tations que notre premier, mode de solutîim nous avait 
fait découvrir. 

On arriverait encore à une équation qui ne serait 
que du second degré , si Ton prenait pour inconnue le 
sinus de l'angle GMP, ou CMP'î fig- ^7> formé par les 
droites symétriques MP, MP', avec la droite CM^ et il 
est facile d'en voir la raison ^ en appliquant à cet angle 
les considérations générales exposées plus haut. Alors > 
en le représentant par u, et désignant CM par by on 
trouverait 

sm* U'i — sin u = -. 

Cl .2 

L'une des racines de cette équation se rapporte aux 
droites PQ , FQ' ; l'autre aux droites FQ", P'Q^, 
comme on peut aisément s'en convaincre. Mais au lieu 
de nous arrêter à ce calcul > il sera préférable de don- 
ner l'exemple d'un cas dans lequel l'abaissement que 
le choix symétrique de l'inconnue aurait dû produire , 
est empêché par l'intervention des racines étrangères 
a celle que l'on a voulu trouver^ 

Cest ce qui arriyerait^ par exemple,, si l'on choisissait 
poi^ inGpnnue la longueur totale MPQ ou JViP'QS %* 27, 
comptée à "partir du point M ; longueur qui n'a cepen- 
dant qu'unç SQule yaleur pour Içs deux solutions MPQ, 
MFQ' ; et qui n'en a non plus qa'une^ n^ais différente de 
la précédente, pour les deux solutions MP'Q", MP*Q*i 
de sorte qu'elle semble devoir dépendre d'une équatipn 
du seeond «degré. Toutefois, si l'on, cherche cetjbe lon- 
gueur^ et qu'on la nomme ^, les triangles semblables 
MAP, QCP^ donneront les deux proportion» 

MP : MA :: PQ : CQ, 
MQ : CA :: fq : cp, 



qui , en représentant toujoursr MA ou CA par a , et la 
longueur 'donnée' PQ par c/ deviennent : 

*:a,::c:CQ; d'oi C!Q=— , 

z 

«— c:a::c:cP; d'6t gp = -?^ 



c 



Après quoi , formant la somme des carrés de CP et 
de CQ, et l'égalant au carré c*, pour exprimer que le 
triangle CPQ est rectangle, tout devient divisible par c*, 
et il reste 

équation qui, après être délivrée de ses dénominateurs, 
derient du quatrième degré en z. . 

La raison de cette bizarrerie apparente, c'est que la 
condition analytique exprimée par cette équation, con- 
vient encore , et tout aussi bien , à la détermination du 
segment MQ de la droite MPQ; car si l'on prenait ce 
segment pour inconnue, et qu'on l'exprimât par ■— «, 
comme on serait pariaitement le maître de le faire, on 
trouverait pour sa détermination précisément la même 
équation en a, que nous venons d'obtenir pour MP. Cela 
est même fac^e à voir immédiatement, car cette équa- 
tion ne change pas quai^ on y change +aenz — c;ce 
qui revient précisément à prendre MQ au lieu de MC 
pour inconnue. A la vérité, le segment MQ n'ayant non 
plus qu'une seule valeur pour chaque couple de solu- 
tions, il ne dépendrait que d'une équation du second 
degré, si la condition qui le détermine pouvait s'énoncer 
isolément. Mais , se compliquant avec la condition rela- 
tive à la ligne totale, quia aussi deux valeurs, l'équation 
composée qui résulte de cette combinaison s'élève néces- 
sairement au quatrième degré. 



P 
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liiamaoimSf la néme ra^on 4e ag^nétrie qui| daoA 
notre première soliitioii, mm$ «. periili& de séparer k» 
couples de racines relatifs k un mémç groupe, aura 
encore ici un efiet senAlable; car si, apris avoir fait 
disparaître les dénominateurs de l'équation en £, ou 
dérdoppe son premier liesBibret^ elle pourra être mise 
sous cette forme 

Alors on yoit que le produit sk(z — c), est véellei^peiit , 
la seule fonction inconnue qui s'y trojaYe comprise; 
de sorte que si l'on fait 

V étflsit usa iiottivette iscowaue , odie-ci se trouvera 
déterminée par l'équatioii 

iiV>ii Fan tire pe«r z' cm àe^a valmirs • - 

lesquelles sont précisément les mêmes que nou» avoi» 
construites par les lignes^ MZT, BfZ", dans la fig. 27. 
MaÎDttoaut, si nous employons la première, qui est 
positive, elle donnera k Péquation en z deux racines, 
Tune positive, représentant MP, et l'autre négative, 
représentant •— MQ. Or, la condition généralement 
exprimée par cette équation, donne la proportion 
suivante : 

»' : a :: «— c : a. 

Donc , si on l'applique à la racine poskive MP ou 4^ « , 
anquct cas MQ repcéwnte &w*c, on voit qu'eu joignant 
les points F et V, les deux trîan^ MZT, MBQ, 
doivent kre semblables > d'on il suit que lo premiejr 







sera rectaagk âa f^^ pms^tte le second V^ «1 B. Le 
point P appflilli^Eidi'a èooD k k ciroonlërenoe dti ceede 
décrit sur MZ' comme diamètre; et, puisque, par la 
nature du problème ^ il appartient aussi à la droite in- 
définie AX, il devra se trouver à leur commune inter- 
section. A. la vérité, octte oondition sbole se le dé' 
terminerait pas oomplëteBient^ puisque la dfoHe AX a 
généralement deux points d^ittterMctkm P, P^, avec la 
circonférence décrite sur MZ' ; mais les comparaisons 
des triangles sur lesquelles nous avons fondé l'équation 
en 2, ne s'appliquent qu'aux seules sécantes qui coupent 
la droite CB entre les points Cet B; de sorte que, pour 
elles y^AiP doîtvsurpasser ÀC» ce qui lève l'indélcrmi- 
nation. La longueur AP étant ainsi connue, <m pourrait 
aosritM eonstrniiie U séeatite BDQ', qui , diaprés w» 
jnremières remarques, doit Ime le méine angle qu'elle* 
avec la droite GMj mais la dhose se trouvera, toute 
réalisée y en menant MF au ie<9ond point d'intersection 
de AX avec la circonférence; car, en tertu de la dispo- 
sition symétrique de la figure , la seconde sécante M!P^ 
doit se trouver égale au segment MQ, ou à la raeine 
négative de l'équation en «, prise avee un signe con- 
traire. Cette rebtion est facile à vérifier pu* l'analyse, 
en formant immédiatement l'équation qui détermine 
cette seconde sécante, d'après la c(»nparaison des trian- 
gles MQ'B, GFQ" ; car en représentant MF par s, cette 
équation se tirouve être 



z 



(2-4- ^y 



c^estià-dire, préçisétaent la: même que la précédente, 
en changeant +* en — »* 

Jusqu'ici^ nous n'evoils employé que la valeur posi- 
tive de l'inconnue auxiliaire «^ valeur que nofis avons 
construite par MZ'. Maintenant, si nous employons de 




6o FROBLÈHIfl 

même la valeur négative MZ*, en la désignant par — a*, 
pour introduire explicitement son signe , l'équation en z, 
deviendra 

z\z — c)=— as". 

En la résolvant , on pourra ^oir que les deux racines , 
lorsqu'elles seront réelles , seront tputes deux positives , 
et moindi'es Hjue c. Or, étant xhise en proportion ^ cette 
équation donne 

x," \ z \\ c-^z l a. 

Alors y si on l'applique à une sécante telle que MP'*', 
celle-ci étant Supposée 'représenter z, l'autre segment 
MQ* représentera c — a; la proportion montre donc 
que si l'on joint les points Z" et P*, le triangle Z"P*M 
•devra être semblable au triangle MBQ^, et conséquem- 
ment, que l'angle en P* doit être droit. Cette condi- 
tion placé le point P* à l'intersection commune de la 
droite indéfinie AX' avec la cii^conférence décrite sur 
MZ" comme diamètre; et l'intersection de ces deux 
lignes doniie aussi le point P" relatif à l'autre sécante, 
située daas l'angle X'CY, parce qu'en vertu de la sy- 
métrie de la figure, la longueur MP* de cette sécante 
se trouve égale à MQ*^, ou au secdnd segment de la 
précédente, qui est lui-même la seconde racirie de 
l'équation en a. 

se. Les nouvelles inconnues que nous avons choisies 
dans ces dernières façons de traiter le problème, nous 
conduisent donc, par u^e route toute différente, aux 
mêmes résultats que la première nous a.vait donnés. 
Cet accord doit savoir lieu, en effet, quelle que soît 
l'espèce d'inconnue que l'on choisisse; mais il peut 
exister une très grande inégalité dans la manière plus 
ou moins simple dont elles le donnent. En général, les 
remarques que nous avons faites sur lès causes qui com- 
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pliquent les équations dont les inconnues dépendent, 
montrait qu'il faut soigiieasement éviter de choisir 
pour inconnues des quantités dont la détermination 
conduit à la même équation que l'on obtiendrait en 
prenant pcmr inconnues d'autres quantités différentes 
d'elles; ce qui arrire quand les unes* et les autres ont 
des relations semblables ayec les diverses données du 
problème. Alors il faut rejeter également toutes ces in- 
connues^ et en pretidre une qui en soit un élément 
commun , tel qu'en le connaissant , on puisse , par dés 
constructions ou par. dés opérations simples, détermi- 
ner ensuite séparément les diverses inconnues ; car , 
toute l'indétermination qui compliquait la recbercbe 
algébrique, de ces inconnues ^ n'existera plus pour l'élé- 
ment unique dont il s'agit; et /en conséquence, on 
pourra espérer de l'obtenir plus simplement qu'aucune 
d'elles. Mais , c'est l'adresse seule de l'analyste qui , 
guidée par les considérations précédentes, peut lui in- 
dique^ un pareil choix dans chaque. problème, et l'on 
ne saurait donner de règle fixe pour le prescrire. 

21. Je vais confirmer ces r^exions par un dernier 
exemple', qui, en même temps qu'il achèvera de faire 
sentir leur justesse, aura l'avantage de montrer com* 
ment l'Algèbre, en rassemblant dans les mêmes équa- 
tions des questions géométriques très diverses et en 
apparence très indépendantes les unes des autres, dé-^ 
couvre ainsi entre elles des rapports généraux' que l'exa- 
men isolé de chaque question par la seule synthèse 
géométrique > n'aurait jamais pu faire apercevoir. 
' Un point M, fig. 3o> cfet donné arbitrairement dans 
un angle <connu ACB. On mène par ee point une droite 
quelconque MQP, terminée à la branche AC, consi- 
idérée comme indéfinie; puis, on demande d'exprimer 
ànalytiquement les relations qui existent entre les seg- 
mens MP,'MQ, dé la ligne sécante, et les parties 
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CP» CQf <ûimpées sur lés beanciies de Pang^ ,|»éuff toales 

las paÂtions fi^a^Uct 'do foivt donné M. 

Oa V!Ott ^pe eet énoDoé a beaiioovp de rapport arec 
criiuî é» p(robIème «que noiu «vsoons de résoudre ; maïs 
ilat èeauoeiip plve^général^en «e4pi'il n'dsngne pas k 
la ligne sécanle d'awlre ^oanditîoa qtie d?ètre menée par 
le point M y et .terminée à la branclie XX' *, <a«ssi ne 
siiffit'«il pdint ^ur la déterminer entièrement. Meds , 
cela ae»! y qu'elle soit menée ainsi et ainsi limitée , étiMit 
dé)à certaines relations centre les fiegmens fonnés, foit 
sur ks brandies de l'angjle, «oit sur la séeante m^ne; 
de aocte que ees.rdfttions, quand on les a généralement 
exprimées par Fan^yse, deTÎenneat des élémens d^ so- 
lutions communs à toutes les questions particulières 
d«a$ lesquelles on aehësve de .déterminer la «décante y en 
l'assujettissant à quelque aowttlk condition. 

Or, cette nouvelle condition ell&-nièBie,. quelle qu'elle 
puisse être, étant exprimée en analyse, se réduira tou^ 
jours a étidilir que^ne relatioB de plus , qui -devra 
exister en mime temps que les >préGédentes. Ainsi , en 
la .caK»))ii»f^ Av^ dles^ pn .ob^iç^dr^ h rjS^çlutiqn du 
pcQlikIiwe particulier qu'elle acb^e de djêfînir^ safis^qn'M 
801^ nuUkingnt besoin de r.eww»^nQer powr œ ca# lies 
raÂsonnemens généraux. 

ÉtabU3aops maint^naoi les donjjiéçs sur lesquelles 
ceux-^i {T^posept. Il &at d'abord £x«r la popit^ du 
point M daps l'angle AiCQ. On peut le faire de beau- 
C09ip de mwiëres différent;es. Une d^ plus simples, et 
que nous adopterops, jpçmfiste à ifi^/m^ par pp point 
deux di^oitqs p^rallël^ mux rdeux brafiçlMes »de i'apgle , 
et k prepdre pour donppps ]^ bipgnwrs M4> 9flB» 
ftv ,Ci^,<?B, dps ç^ du ^9r^}f^&(W?mmi awsi ferrie. 
Il ^ Tisihje^pn effet, ^eflç^4ei^JiigiW)s sont p^&i%»- 

ment 4iqp^s ^yr £>rwer ^^fP l^ ^^ dp ÏM^e(^ 
)^ di^te inscrite4^ triangles |sep|J>lpblçs^Qpi.4wnM0Pt 
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des > fA p |H« f< > MDipleB entre lis quantité» ioîà 4imi veut 
établir fes rehAioM. D^juprèt 'ocb, tMim repr^sertlerm&s 
Câ fftr iff) flB iper «'^ et novi Jes'OOiiMiléFeroQs OMome 
ooaùaes. Noos nxmuBMwmt «iit»t AP, ^J^OQ, ji/^ MP^ s; 
>]liQ, £\ {Ses qvatre iqintiftitéi «9re«t les indâtemisées 
du proUënK. 

iiela fMiséy <si Vwn oQMi|HUPe «les denc tiian^s sem- 
Uables IfiJP, QGB, ^Is domeront ees deux pfopertkms : 

MA ; AP :: CQ : CP, MP : ap :: MQ : ac, 

ou « : ce •:: jr : «> — a, «: x t: * -i a; 

d'où r.om tire 



U >reste mamtenflirt ,à j^psimar «que Jks trois 
i%£(2^£Q^ ou.oT'^^ii.i a?'^.«t £>-— JE?.^ ^ùonstiltteiit un 
triangle dans lequel l'ao^ fCQ .n une i^odeur •con- 
nue^ que nous désignerons par i \ cela est facile ^ d'après 
le théorème de Géométrie qui donne le cosinus d'un 
angle quekoaqiae d'un Jtrwpgle ^n icnu^qa d^ truis 
côtés. On aura ainsi 

ou, n ji wp b f tnt l«s 4î|B6s par leitfs es^ressions «Igé-- 
briques, et faisant disparaître le dénominateur^ 

(5) a/*+.(x — a)*— aa^(a:--a)cosi = (s — z')». 

29. iiies ilms téq uafi w w (a) ^ («) , (5) , renHeriaeBPt 
'%iittes les tqdtfliaaB vé^ultaites «des conditions 'géné- 
.«•l^.BuxqnBUea"«0t aisi^^ttie une «éeurt^ quekonque, 
'«s«iéft> du fiiiiri; il «t 'Jlm^mîmée ^à ia 4iraiielie <AC ^ 
.IW:pgfe4^. 

<Ce» éqptféîoB»reiiA»nMeift «quatre ^nAfttemtiiiiées -inéé- 
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pendantes Xy x\ z et z\ Si Ton se donne entre oes 
quantités une équation de plus, qui sera l'expression 
de quelque condition nouveUe , à laquelle la sécante MP 
devra satisfaire ^ on aura autant d'équations que d'in- 
connues ; et par conséquent ^ chacune de celles-ci pourra 
être déterminée entièrement par l'élimination. 

a5. Supposons 7 par exemple, que la nouvelle condi- 
tion fût relative aux seuls segmens formés sur les 
branches de l'angle; alors- l'équation qui l'exprimera , 
ne contiendra que x et x' , sans z ni z'. On pourra 
donc la comlûner immédiatement avec l'équation (i); 
et chacune des inconnues a?, x% se trouyera complè- 
tement déterminée. Si l'on peut résoudre les équations 
qui les donnent , on connaîtra leurs valeurs ^ qui , 
substituées dans (2) et (.3) , donneront z et z\ 

Par exemple 9 si la somme des deux segmens GP, GQ, 
doit être égale à une ligne donnée by Pexpression ana- 
lytique de cette condition sera 

x' + x — az=zb\ 

et^ en l'employant pour chassefr x de l'équation (1) , 
il Tiendra 

x'* — (a + a'-f A) j;' = — a'6 ; 

équation toute en x\ Celle-ci ^ disposée sous la forme 
de produits 9 devient^ en changeant les signes, 

x'{a + a+b — af) = a'b. 

Alors on voit que ^a'b est l'ordonnée^ d'un cercle 
dont a + e! + b est le diamètre , et dans lequel x\ 
a^a'^~b^-'x\ sont les segmens coupés par l'or- 
donnée. On peut donc aisément construire x^ d'après 
cette indication 9 et tel est l'<^jet de la fig. 3i, dans la- 
quelle BD représente la ligne donnée &..DVdK>xdy en 
décrivant un cercle sur CD comme diamètre, et me- 
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aant du point B l'ordonnée BH, ce aéra \^Sb; alors , 
far le point H, meriez^ CB \in<s parallèle, sûr laquelle 
vous projetterez les points C et D par dès per^ndi- 
culaii'es; puis, ajoutes' I/A'' égal k CA, CÂ' Éér^i le 
diamëtre du cercle cherché'. Il tie testera plus <)u'à le 
^décrire, et les points Q, Q", où* il' coupera la branche 
CB, seront ceux par lesquels il ' faudra lâeiler les sé- 
cantes MQ , MQ', qui satisferont aux conditions analy- 
tiques exprimées par l'équation en x\ On toH qu'elles 
seront au nombre de deux; mais la .première, qui 
doniie €Q et CP, tous deux^ positifs, répond sente au 
problème géométrique proposé. La seconde, qui donné 
€Q^ positif, mais CP' ou jr — «, négatif^ répond au 
cas où l'on aurait demandé que la ligne b fût égale, 
non pas à la somme , mais â la difi66renoe des segmens 
CQ^ et CP', ce dernier étant* pris dans l'angle AGB , 
supplément de BGX. 

Si l'on demandait que CQ»— CP fût égale à cette 
même ligne b,on aurait pour condition analytique; 

x' — (x — aV= b; 
ce qui dcmduîraît ài'éqt^atijbn 

ou x' Ça' + b — a — a;') = a'b. 

La construction serait donc la même que tout à Pheure, 
avec cette seule différence, que le diamètre du second 
cercle serait CTT— D'À', ' au lieu de e'D'4- D'A' ; dé 
sorte que, pour l'ôbléttir, ïl jbudraît porter D'A' oii a, 
en sens contraire de Ce' 4^e, «fèprésenie la fig; 5i . 

!24. Qn troûye danÈ! plusieurs auteui*s Une âtfti'é qu1es- 
tion qui se résont aTCc la pénie facUité ^pie Ic^ précé- 
dentes 'y elle consiste à toiener la sécante MP (fig. 3o) 
•/•Édit. 5 ' 



L 



^ 



9w' ->■■ '.fÉtprtiiflS. ' 

7l*Q|ir ^^priïpoi: ce\^ <f9n4itiop analytiguerneBit, il faut 
çj^n^içjçr^ que;Srt^; dij sopa^^, Q ^iXtriaii^e CQP, <)ï\ 
^è|i^ iiue pe^p^i4ipulaire i , la h^e CS , cçtt,e perpe»- 

ÎAJ^gttf'*?» ^^^P U 9"-'^[ si» ^' J^ surfacq du triangl^ 
ser* cjopyç q^^pi^i^ée par jj (^ t— «) x' sîn i > et si Tou yeu^ 

ftH':#l?^.s^*^/éBlVB i Â% il fAifdrfi qu>^ ait 

i j(j; — T ûW sîn t ;= A*', ov (Jî •— ' a) V == -: — :. 

Etîïployâiît" dette relation font chasser ir de l*équa^ 
lîôri(ï), livrent ' ' ^ 

On paurrait cpnst^uire imjQiédîatein^nt cetjtè équation 
par ufie sécante de cercle} mais ôri obtiendra des iré- 
sultàïi" plus simples eii la' résbïvaniJïllie dôïme ainsi 
pour x' ces deux valeurs : 

. asint V û^sm*i ûsmt 



» I ■» 



asm^ V a^sin*^ czsini 

La partie commune aux deux racines peut aisément' se 
constri^içe. En çffçt^si j^.Ï^ 1^ J(©ipt C (fig. Sa^on mène 

Îme droite ^AÎéfiftie. 4'Çf)^ à CBou AM, 



gueur CjS ég^çÀ <r.^çôjté 4AÇwr^ 4pnM^^çt menez Hp 
• = '■ : ■ ' . .; éft puisque <îette partie est prise négat^tîôm^nl 



dans k» dent racnes^ cm dev»k la porfiâr ^E&ti$ ce sdsns 
tJiT la lî^c^ des x' , ^<i«-k-dipé efi GD". Oif , cette quan- 
tité étatot ooktttne^ h 6tMMIf«cti6iti du radical jfetlent 
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<j* a tféfc^^tec plûî «(i/utie moyehtie {proportionnelle 
^trft* deu± l^tMrt cotitïiïes. AloW , suf BT , prenez BB' 
égal è GB ou er' ; puh , sur DIS' , comtnè diamètre, dé- 
ctvièz nAé dîrconfëretrcè dé ccr'dfè, qtiï coupera quelque 
|fart erf E la pef pewdicuîaîre A'CH indéfiniment prolon- 
gée». La cofrdél/E ^ehtla nàbyCnrre pi*ôpôrtïonneUe cïier- 
éhée, 11 ne? test&^ pïti* (ftfh fcfriet àetté corde à partir 
an pcÀiït ïF sur !a l^éde^ âî% tant du coté positif que 
en côté ttégatîf ; et par lesr points Q , Q', ainsi détermi- 
née, iûthât^ du point M dèfttx sécante», MP, MP* , les 
dèuac triangle» GQP, CQ'F, qûî en résulteront, satis- 
iêS^Ml égaleiotteM à lar cc^dttioû déinsUidéê, que leur 

Clé ]^oMîttnte ieîrvîraît , si Toti demandait de partager 
utï iri4«^W éU^ùaé GDÈ (fig. 53) , en deux parties égales , 
^u gênxàeskhtmnî qtiî frisseiit éMre elles^ éotùtuié M à n , 
#tf Idcfj^êii d^uM Géante menée d'utif pohst donné M. 
£i)^ eftty dsiiiâ) <5è> èM , I» flftfrfac^CiDË élaut à>nnue, si 
m U reprèsttift» p** ^^ ^^He du tHangle CPQ devra 

être — — - i de sorte qu'en sul)stîtuaat cette quantité 

au carré A*, on découvrira la! sécante MQP qui y satis- 
fait; et la subdivision proposée se trouvera effectuée, si 
lé point t mmi àhiérm fômfrte en diedaiis de la' bià^î^GE 
du- !»îfltigk^^ àttti^til^mt , é{fe sera împo^bte, du moins 
h pnilr â0 Vm^ , et it fat^Ar^ Tèss^yet ie^ mëtat & 
ptirtir deVan^ D. 

a5. Je ne.cbe'reh^Ai pAs jir miâtiplien* avantage ces 

5.. 
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applications particulières ; celles qui précèdent suffisent 
pour montrer comment il faudrait employer toute 
autre relation qui serait donnée entre x et x'. Chacun 
pourra aisément s'en proposer de nouveaux exemples ^ 
et il sera utile de s'exercer à en construire élégamment 
les résultats. Je nie bornerai ici à faire obseryer que 
ceux que nous Tenons d'obtenir^ en supposant le point M 
extérieur à l'angle donné YCX ou i^ s'appliquent éga- 
lement au cas où il serait supposé intérieur , pourvu 
que l'on introduise cette modificatipn dans les formules 
et dans les constructions qui en dérivent; ce quÎ4;on- 
sisterait à rendre a négatif dans les premières ^ et à 
]x>rter dans les autres la ligne a en sens contraire de la 
direction suivant laquelle elle est employée dans les 
figures 3 1 et 33. En appliquant , par exemple, cette inver- 
sion au dernier problème (fîg. Sa) , on verra qu'il offre 
ainsi des casd'impossibilité qu'il ne comportait pasd'abord. 
a6. De même que les équations générales (0>(2),(3>), 
nous fournissent une relatipn entre les seuls segmens 
X — ^ a et x^ pris sur les branches de l'angle donné; elles 
nous peuvent donner aussi une relation entre les seuls 
segmens zelz' , formés sur la sécante MQP. En effet, 
l'équation (s) donne déjà la valeur de a;, exprimée en s 
et z\ £n substituant cette valeur dans l'équation (i), on 
en tirera x'y exprimée de la même manière ; et au moyen 
de ces résultats, chassant x et^ps' de l'équation (3) , on 
aura une relation en z et z\ En opérant ainsi , l'équa- 
tion finale devient divisible par z — a', et il rest^ 



fl'* . û* aaa 



z* a • za 



_-..^cosi = i. (4) 

A-i^iy ^^^ 1^ ^ ^^ la. nature particulière de la 
question géométrique proposée fournirait une relation 
entre z et z seuls , on poui^rait la combiner directement 
avec celle-ci , et l'on en tirerait z et a' par l'élimination- 
Toujtefois, d'après les raisons exposées pge.i)7,^les 
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solutions ainsi obtenues seront généralement plus cbni- 
pliquées que celles où l'on détermine d'abord les seg^ 
mens x^x\ formés sur les branches de l'angle. 

27. Toutes ces équations se simplifient et deviennent 
beaucoup plus facileâ à traiter y lorsque les deux quan- 
tités a y a' y deriennent égales entre elles^ c'e$t-à-dire 
lorsque le point M se trouye placé à égale distance des 
deux brancbes CX, CX' dô l'angle donné. Pour en offrir 
un exemple assez t^marquable , je yais proposer de ré** 
sQudre dans cette supposition , mçis avec une valeur 
quelconque de l'angle BCX , Ile même problème que nous 
avons résolu, page 44, en supposant cet angle droit*: 
c!est-a-dire que je demanderai de tnener la sécante MQP 
(fig. 3o), de manière que la partiePQ, interceptée entre 
les branches 4^ l'^jflpjgle,, ai< un^ Uw^g^f^mï.dççaéQ c. 

Cette condition exprima en analyse , <Ionne immé* 
diatement l'équation '^ 

qui, combinée avec celle que nous avons obtenue tout 
à l'heure entre 2j et t!^ suffij: pour dçtcrwiqer ces deux 
inconnue^. L'élimination conduit ainsi k une équation 
du quatrième degré en z ou *', comme on devait s'y at* 
tendre; mais, lorsqu'on suppose « =a', cette équation 
.se laisse aisément résoudre en deux facteurs, en prenant 
pour inconnue le produit aa', comme dans la page 5». 
Néanmoins, on arrivé II des résultats d'uiw discussion 
plus facile^ en se servant del^èqaation (3), après eti avoir 
chassé ^t' par le moyen de sa valeur prise dans Téqua- 
tîon (i). En effet, en effednant cette élimination, et rem- 
plaçant »•»-*' par sa valeur c, qui est donnée, on trouve 

ç;^{x^ ay , ,» . aa\x—ay 

^ IJ-*-^ +(x— «y^ — ^ — , — L, cos ï =^c». 

X X* 

* t 

I • 

Sk Ton développe cette éN{uatioii après avoir fait a r= a'\ 
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le$ termes péuveot ae rangej: dfips )'Qf^^ ^ti^axyt : 

' • . / . > . • ■ " ■ •': ■ •. • . ■ ... 

ce quî revient à 

• ■ • * 

Un voit donc qu ici , comme...4âps, la pfiaç 4o, on ¥» 
qaa fàirç 

•■-'■■■■'■■■'•-•■. ,.^V+'ai=sÇv\"'- : : 

,.,, , .1.- »'•• t- 3C' ' i' ' ' *i> fi' '' i'*' 

I -' • 

etFOTi â%*a jJôoi'^élertolaerÇ, l'é^iîc^^ 

qui , étant résolue , donne pour Ç les deux racines 

.. ■ . « ■ . • f ••!':•■ -^ • '.• 

Ctes flgpirewîiïn^ ,f ont- bie» .aisé» à ooàsijntipfi. En ^êe*, si, 
du poinl A: <fig* *©> «n ««N» ^^^ pefp««dieiiJati?e tndé- 
gnk Hf'AM' smr fa lîfO« MB ptûloegéiî anai indéfini-. 
i»ent , U 4isU«c»î MM' ^ex^ntm i, pt par ow^qucnt , 
Vil'mi9i0 4r0fm ^ ^c^e^t-è^ine is pai:tifi>cpiKimanfiâè& 
dm( r.%(À^. JliajiiiAfiioant^ fS , dii poiiy;£, ^p îroène*^ 
iiii^i^ ^ à BM , îa perpeBdîfi»la4r« iadéfiale CGC' VMft^ 
«flmarr«tt>flii ûu a(4 -tnaocfii)^ '';• 

£biic, $i l'oa prerui s^nr le pyolangeineirt d£ jcettf 
perpendiculaire une Içogueur GC , égale a la ligne don- 
née G, rhyp©tén««e MC' sera. k-pai»4f radWaïe. fl ne 
reste plus qu'à porter cette hypoténuse à partir du 
p#iAt § iSttr ia iigoe MB , dm q^é ^ ^i^ases poaiinv^s 
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eh Z', et clw côté des négatives éil Z". Alors là pnsmîfert; 
yalenr de X ^ ti'ûuvera représentée pa* M^fc *, et -Ufisc'- 
conde le sera pur M'Z''. .:;..-.:> 
Mamtenant, Ç étatrt cohttd, ' FéqtiàtftHi' eh ar et Ç 
devient .-...-... _ „- .- 
et peut se mettre sous la forme 

d'di Pon voit qtflfcî, jbothme dans !e 'pfoMfeftaè^^ïus 
particttHèr de ïa page 46 ;'a représetite VdrdfetiiliJè! Wnn 
cercle dont Ç éét le diariiètré, et x, Ç-^ aï ,\lés deux 
le'^ëns coupée par Poràonnée.! Ayant donc pris sur 
Bf A «taie lotiguetirRfSr égale à a, on ifi^herât paîr'te 
point N' une parallèle à Z'MZ* ; puis , sur i/tt éï IS/tlP, 
cbttthré aiàmfeikte; 'Oïi' décrira flèux dr'éotiférenfcès de 
cercle, dont ik ratei^sèbttoris avec cette' p^rallMé dotiriè- 
roitt les vâleurrffclierclié^s'desi*,;^ù'll né 'feifèi^a'|flys;^ufe 
pi^jetër sur U bf aiïcïie Xxlt tiàr des perpendiculaire. 




tlons'démànSéeâ; maiÂ aîvefc' cette particû1âi5Îte'/ qiijp^ |çs 
'dèiîk' Wliiti^lis données par/ le cercle M* Z'^^séropt ipù- 
lotiï^è'téi^Weô,', tandis ^ûe lès solutions diinn&^Si'' par le 




^^S!* Jfe teiMttèScî'cé^'clià^^^ en faisant obeferyer 



<juele8/çonstr<icWdis gëoin'étrîques doivent ^tré'consî- 
dérééè Sèulèlnetit'dolt^fhe immOyen élégant Ile peînoré 
lés Solutions des'pi*oîiïfemeB , et non pas comme un pro- 
cédé suffîsamtnéiflt rigoureux pour trouver les valeurs 
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it» ii||ii69 ]plMle& ' MCI aginables comme susceptibles d^èt re 
aiiisi i^fté»ùh%é^É ptit ées éqnsdïôns entre deux va- 
4riab]0»^u«iâétengki^; .ët> réèiphxjttetaent , tm Toit 
«fa'ape^élftiiitf^&vi^ii^eofi^ue, entité -clait iadéle^niiiiéeé^ 
fieut être ûîl^réléef>géôitiéfi4qttehiëiit ^ .et conéidérge 
comme repré^ëAtâm' une • Kgne {dariHé^y- dent eile peut 
faire trouver successîvena^ii.i tpus les points. 

3i. Cette manière d'jenvisager les rapports 4c la Goch 




problèmes de Gépix^ëtrie détejénin^. 
fn ïJeût ihejï^çla généraliser ençère'^ et.Pappli(juer aux 
équations à trois viiriabïes qui représentent de» sur— 
iaçes \ comine on le verra par la suite 'y i^is pour Ip 
moment « les considérations précédentes nous ,«u£ronû 
Je ne me proposais ici que deiixer précisément ^ et de 
faire bien comprendre Cétt^ ifiT^ioin qui partage l'ap- 
plication de rA]gèbi:e-à-la-Géc>zné1!t(ie en deux brancbes. 
distinctes et total^pei;|t S|§pa,r<é€^,^an^^^^j.a{^^ 
Pont été de màme^d^ps .P^i^l(o^Çj,d :Matnéauitiq^u^. 

L'invention de la d^niçrè j9:^t^<luç^it;I)(;s9jarteSi,4'KM^^ 
ce grand Lommoî. oij rf,^y^%^^iififf^V^^ 

plications ^e, ce ^e^T^Rli^î^nt:T^^^^ 
mériquesi Vçar-^ÎJç^ se^JjQra^jii^t Vitlg^ïW^f) ^t ^ >^Jftvlçf 
arithmétiquement la -^^l^ur j^upi^igue djçs ipiçoiH?ues 
d'après leur expression algébrique résolue. Vers la fin du 
quinzièmesièclé,Tièté, célèbre analyste français, ima- 
gina de reprélentorceaex^r^ssiMspa^ des ootisffPttclîom^ 
géométtîque» , tomme nous Faténâ lait a^^eoMt^nce^ 
meklt^^e cet>aiiv|ra^e; eft U» supp^àkM^'oiMteliuéâ »6Ui 
.uDeli»rMieesplicite p» fe »é$oltttién'* ^''éqttatîôn q>i^ 
les déterminait. Ces oonstvuotri^ls^ iie'-potit^aietit<eifOâ^^ 
nullement servir pour interpréter les valeurs dfeS'irtté^^ 
ituesdMSrIa$»éq.ualikms.i»âéM<miaâi^ fifr W 
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ipa!) immense ;*en montrant que de pupetUes équatioas 
représentaient è^ Heux géométriques ; et 4'on peut dire 
que, par oette dôeouverte, il créa rôrilepaent l'applÎT 
cation de l'Algèbre à ia Aéom^rie , dool k» ootlfltrue-» 
tiens de VI^ n^élaknt qu'une pariioiiktité tri» bor- 
née. En effet , vu piNiUàme de Géométrid quelopfMfue, 
se réduit t<>ujours 4i trau-ver un ceK)ain noraiire de 
points , de lignes op de tforri^ces y dont la position 9 jou l^ 
coniiguration, satisOMseà «ertaînei lîonditieos 'dotmcea 
On pe^mème'eofiAdérerkveQiieniièdetfnintt.QemMw 
un problème d^hilêrseotiim de lignes. Si ilfort 9Êi\; géné- 
ralement trouvei' 1^ éqilfttîons: dèsMigncs, idF^prèa 
Pénonioé. des coÎMlitiôns -^«létrlf uès aw^quÉllei eUeè 
éditent tetfsAifiris $ et ré«î))p(^oqfueiifen(cdâaoOTélr Ja fbrane 
â<hsi'tqpieleé6t<rîi^'dei Kghéfr, -lor^ve Fdqiuitîea «naljr» 
t^ue ipii les^axpilmft' eét donnée-, ii.n'y aura pas de 
pk><^^lfenie de Gédmétiie^^ ^kJOoinpliJDpié qu'il «oit» . qu0 
l'on ne puisse écrire algébriquement À l'ânetani nâne^ 
tt réduire aiiîsr k^ «ne' eéni>tnaiiO]» d'éqjMtîoM pure- 
hient anatytiq^^. Oest à V^tde dtt ee aeorcft qu» Dest 
cartes , à l'âge de TÎn^ ans , pamboûranit TEiiriipe dMtf 
le simple appGnpeil>d'un jeune nilditfe- wrfewtaâre » réaoU 
TÀÎt d'un coup d'osi] ,'Ot comme en (ce^^onitfii; .tous k» 
prdblème^ géom^iriqpes que les nMtthànatkîens de dir 
^rs pays s'eiJiTQyaîent miitucllenvlnt , dDHimè der d^6 
pvMieSySaiyanJ^yttse^ëdeee teH^-là. > > 

32. L'application de l'Al^bre^à la-OéoxnMrisv lot»* 
qi/eâe •el^t'ain^i envisagée, hWige plu9 , d^ns' diaque 
|i!tdl4èlkié^ la reoberdbe de quelque* tartifice ingénieux > 
cm même èe qus^^Iqwe «oiidition pairltailière gm famàalee 
à Pénonôé ftlgébrlt^pie j-eUe n^t plus .que Vusa^înmé*^ 
diat d'une même mélboilflfy iovfou#s.ua^f(»tmft^t dinot» 
dasM ses procédés^ (Ces avantages mnt d^ua à pe. qu'elle 
remonte aux «lémena simples qut* ço»stitueni toutei 
les questions géométriques , et ^nk\h «en OHf Une le» 
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énoncés algëfericfties, précisément comme la Géométrie 
les assemble pour former la question |^oposée. Cestc^ 
que Ton comprendra parfaitement , d'après Texposltion 
graduelle que nous aUons en offrir.* . . 

D'abord, *t<wi8 les problèmes cle. Géométrie imagi- 
nables,, et méiné en général tootest les considérations 
géoméferiques,* ^rteat sur les positions .relatives des 
pcniits de l'espace. Notre premier pas doit donc avoir 
pour but de chercber domment ces. positions . peuvent 
être e:&primées et £sées par un énoncé analytique^ 

L'espace , tel que les. géomètres le considèrent, est 
une clendue indéfinie dans laquelle on contait qu^ 
tous les corps- sont placési On ne peut d^nc y détcr-^ 
miner le lieu absolu des corpi9y mais scfuletnent leur^ 
situations reMiVesi, qui sQutles: seules ^Pnt la G<^naisr 
sanee nous ' soit nécessaire j et> pour œla » on rapporte 
ce$ points à destobjéta fisiies^ dontvon suppose qup jU 
position est eoiliitte^: ' • > ; .. 

Sur un plan, on eonçoit deu3& droites J^^AY (J^ig. 4) f 
faisant entre elles un angle quelconque donné : ioul 
poibt M, situé dans ie plan, eslt déterminé IjpraqVp^ 
connaît les lo»guears^<^ droites MQ, MP, naeaées de 
ce point pamllèilément aux ligries . AX , AY y et. tern^i-f 
nées à ioes lignes ; oàar par les propriétés des parallèles » 
AQ=PM , et AP linQM. On peut dooc , en connaissant 
ces valeurs , mener les droites PM et.MQ, qui > par lem 
interseetiéii, déterminent' le point Mk; • - 

Bans Vespacç,oîi conçoit trois plans YAX,XAZ, ZAY» 
(jQg. 5), faisant entre eux des angles- donnés. Un point 
queleonqneM seta^uve détartnioé'dc position, quand 
on oonnait les longuei^rsdes droites MM', MM^MAf", 
menées :par oe point >parallèlcî8Qent aux interseetiona 
des trois plans , et terminées à ces plaiiis ; car alors «A 
peut mener .trois plana parallèles à oeuXcl,. et sur Imt^ 
quels le' point M se trouve. . / '- 
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AvâTit d'examiner les conàéquenee» qui résultent des. 
conventions précédentes , il est bon d'observer qu'ea 
général nous prendrons les .mots plan et ligne droite 
dans leur acception la plus étendue*, ç'est-à-dire qu'en 
général nous entendrons, par ligne droite^ une ligne 
droite indéûniment prolongée, et par plan, un plan 
indéfiniment étendu. Lorsqu'il sera nécessaire de con^ 
si(iérer des portioi]S limitées de plans ou de droites , 
nous en avçrtirpn^. comme nous venons de le faire; 
mais ces alistractions seront toujours déterminées par 
• Jes conditions particulières dé la question proposée. 

I 

ZJ|5 Points et de la Ligne droite considérés 

sur un plan. 

31, Lorsque les points M, M', d'un plan, sont rapportes 
à deux lignes fixes, AX, A"t" (fig. 4), menées dans ce • 
plan , les longueurs QlVf , Q'M' , ou leurs égales AP, AP*, 
se nomment abscisses; et les distances PM, P'M', ou 
leurs égales AQ, AQ', s'appellent ordonnées, Tt&Wffie AX, 
sur laquelle se comptent les longueurs AP, AP', se 
nomme Vaxe des abscisses ; la ligne AY s'appelle Vaxe 
des ordonnées. Les ordonnées ^t les abscisses se désignent 
encore par la dénomination générale de coordonnées; les 
lignes AX, AT ^ sont alors Içs oxes des coordonnées, 
et le point A, où ell^ se coupent, en est V origine. Le 
cboix des axes est absolument arbitraire ; et Ton peut , à 
volonté, compter les abscisses ou les ordonnées sur l'un 
ou sur l'autre. 

34. Représentons en général par x les abscisses, et 
par y les ordonnées; x et y seront des variables qui 
prendront diverses valeurs pour les différens points 
que l'on devra considérer. Si , par exemple , ayant me- 
suré les longueurs AP, PM , qui déterminent le point M , 
on trouve la première égale à a , et la seconde égale 
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^S Mtt' wnnt» Vf rm isA uoMk Mom, 

k by^it mtfti y -pomt fixer la pontî^» d^ ee point, les 

et comme elles sûflisent poiir cet objet > ti^m fe tidin^ 
mcrons les équations du poîlit M. 

Si, rabscisse AP'réstaht ta ïhétùe j Fortlonîiée PM ê^ 
mînue y ïe point M s'approclie d*e plus en pîus de Paie 
Alt; SI Plrf ou h dévient nuHe , ïe Jidîtrt M tombe cû F 
sur faxè des a; luî-méaie ; 6t d&i écriiattoûs deviemient 

S\ l'qrdonnée PM restant la même, Pabscisse AP dimî- 
tnie/tâ pôitit M s'Approehe de plu» du plu» deFaxe /^^ 
{ivec lequel il finira par edincider > lorsque AP devien- 
dra nulle ; ce qui donne 

^ = 0^ ^ = *> 
pour le$ ^qjuationa d'un point tdl ^e^Q , situé sur Taxe 

£n&i, si Fabsclssft AP eb l'ordonnée PM deviennent 
nulles en méioe tçmp», le point M coïncide avec le 
point A y origine -des coordonnées; et l'on a 

pour les équations de cette origme. 

35. On voit , par cette discussion, qu'en supposant 
aux variables x et y toutes? fes raîeùrs positives pos- 
sibles j depuis zéro jusqu'à Fînfitii , on peut exprimer la 
position de tous Tes points placés dans Fàngle YAX. 

Quant aux ppints compris dans les autres angles for- 
inés par les axes, ils répondent aux râleurs négatives 
clés variables a? et ^. 

Pour te détetofrôr , concevouff (Ju'ati lîéti ^ preiwft^ 
TA |iou>'à;Ée'diesjr, on prenne , dans? le ikrékne plan, tme 
Autre ligne qui M soit parallèle; par e^nple, la l%tie 
TA"* ((jg. 6y, poût l^qtveHe nous apposerons que k 
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A. MoA>4iiK>n6 ^ > hf n9HyA\è$ abea^ss^s ^ppwpléQs mr le 
wenie ai^e A^ 9 ^9t^ i( p»riir^ile^i iK^uvdle angine A^ 

situé dans l'angle y'A'Xi npus«v«on» 

AP=AA' + A'P, ou. a: = A4-a;'; 

maïs , si nous considérons un point M' situé dans l'angle 
Y'A'^À , et que nous représentions encore son aWissc 
À'I^'psth Varîabfe x\ en lui SHpposant toutefois une 
valeur queïcbnqtre , nous aurons * 

il^oè Y^ ¥oy| que , si Von teol réndié^ là même for^ 



«pplioaLIç^j^ la f<piar.aui;j;^ouitesilué»danâ l'angle XA'Y', 
et aux poiiit^ situés 4^ji5 Pangle AA'T^ il faut reg^rdor 
pour ceux--ci les Talçur3 de x' eMqj[x^o4gatiTés.Jî^ en sorte 
que le changement de signe réponde à leur change- 
ment de position par rapport à If axe A' Y. 

Pour confirmBT ettti^ cQitséqjueuce^ çt faire voir, en- 
core plus clairement comment la formule précédente 
peut lier les diiférens ptoînt» duf plan , supposons que 
I'qql CQnsidW^d^'abord nzi jpint situé sur Uaxi& A' Y' 
luirn^èmie ; pour c^ pMnt, af sora. nul^ et la focmula 

Cest la vatepr de Pahscisse A A' pai» rapport aux axes 
AÏ^AT. 

mais éi Toiî "veut que cette même équation convienne 
aussi axxx points situés sur f axe AY , consid^érons uii 
quelconque dVntre ëpx ; son abscisse xr sera nuRe^ et la 
formule p^'écédente donnera 

A-iri^'^Oy, ou a?'.:3=. — A; 
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ce qui '«Bt 'encore la valeur de l'abscisse A A' , en la sup- 
posant rapportée à l'axe A'Y'. L'expression analytique 
clé cette abscisse devient donc positive pouf l'axe AY ,et 
négative pour Paxe A' Y', quand on suppose les points 
du plan liés entre eux par Féquation 

Ce f ésultat s^applique également aui Valeurs n^a^ 
tives de X ^ et prouve qu'elles appartiennent aux point» 
sîtués du côté de Taxe AY, opposé aux valeuj*s posi- 
tives; car quel que soît celui de ces points que Bon 
considère , sf en le représente par M" y on pourra tou- 
jours mener un nouvel axe A"Y'', «qui se trouvera 
placé par rapport à l'axe AY, comme celui-ci l'était 
précédemment lui-même par rapport à l'axe A'Y'. 

En transportant l'axe AX paradlfelement à lui-même, 
tet fixant la nouvelle origine en A" (fig. 7) ; faisant 
AA"=È,.et nommanty les nouvelles ordonnées comp- 
tées à partir de l'axe ATL" , on aura 

y=B+y 

pour les points situés dans l'angle YA'X" , 

et y=:B-y 

pour ceux qui sont situés dans l'angle A A'^X* -, en sorte 
que , pour comprendre les uns et les autres dans une 
même formule analytique, il faut regarder les valeurs 
négativcis de y' comme correspondantes à des points 
situés du côté de Taxe A^*' opposé aux/ positives ; et , 
coiuitie cela s'applique également aux a^es AX , AY , pn 
en doit conclure que les changfemps de signe de la 
variable, y répondent au changement, de position ,des 
points de part ou d'autre de l'axe des abscisses. 

36. En réunissant ces résultats , on voit que les valeurs 
négatives <ifô coordonnées doivent être prises en sens 
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'COfltraîre de leurs valeurs positives; sans qu'ôî; les 
inéines formulés ne pourraient pas s^apptîquer à tons 
les points du plan, et ne comprendraient que ceux* qui 
seraient situés dans un même angle des axes. Récipro- 
quement , Ja conveation précédente étant établie^, tdus 
les points du plan ,- quelle que soit leur situation, sont 
compris dans les métties formules. 

On au ra d'après oe qui précède ( fig. 4 } > 

dans TangleYAX, . a: positif et j' positif; 

xians l'angle Y A.X, xti^atiF j' positif ; ' ' 

dansFangle XAy, a? posîtilF Jf' liégâiîr;'* ' 

dans l'angte XÂy, X ûégatif y né^àtif^ ' 

par conséquent y les équations 

qui déterminent la position d'un point dans l'angle 
Y AX > deviendront .successivement 

selon que ce point passera dans un des angles YAx , 
XAy, a:Ay/£n supposant a et b quelconques^ les deux 
premières pourront représenter tout^ les autpes* 

^7. La liaison que nous, venons de décquvriç,,entre^ 
les signes des variables x et y, et leurs positipîis par 
rapport à leur origine commune, n'a pas lieu setter, 
ment lorsque leurs valeurs, sont comptées ^ur des lignes^ 
droites; cette liaison subsiste Ui^tes.lefi* ibis. que Vpjji 
représente les valeurs d'une. quai^tité variable i^f^ des 
longueurs comptées. sur ,unç b'gne continue de f^rme, 
quelconque, et à partir d'un méine point. 

Soit, par exemple (fig. 8), AB ab une circonfi^ence 

6 
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de cercle dont Aa est un diamètre et dont le centrf 
est an point C : si l'on Teut veprésenter les valeura 
positiTes d'une yarîaUe x par les arcs AM, AM% 
comptés à partir du point A, et dans le sens AB/ il 
faudra représenter les Taleurs négatives de la même 
TariaUe par des arcs Am> Am', comptés à partir 
du même point A, et dans le sens opposé au pre- 
mier, sans quoi ces arcs ne pourront pas être com- 
pris ayec les précédens dans une même formule ana- 
lytique 

En etfet, si l'on conçoit l'origine transportée en A', 
et qu'on représente par a/ les valeurs des arcs comptées 
de ce point, on aura, en faisant A A' = a, 

pour les points situés au<[elà du point A% 
et a;=:a — x' 

pour les points situés entre te point A' et le point A. 
Ainsi y pour, que U même formulef^ xz=:a + x' con- 
vienne aux uns et aux autres, il faut r^arder le 
changement de signe de x comme répondant au chan- 
genient de position des arcs par rapport à la nouvelle 
origine.. 

A^éc cette conventionné si Pon £dt x'=o, on aura 
a; = flrpbttr la valeur de ParcAA, comptée à partir 
du polÛt A, tandis qu'en faisant a: = ô, on aura 
x'= -^ à pour là valeur de ce même arc rapportée au 
poîàt A^ r 

Et c($mnm ces raisonnemens sont applicables à Pèri'^ 
^^é A' auss}l>ieh qu'à Fbrigîne A' , on doit en conclure 
que Ks arcs 'négatifs doivent être pris en sens contraire 
dbs^itrbs'pbslt^ , pour que les uns et les autres puissent 
être compris dans les valeurs successives d'une même 
Varîl<Me-x. 
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»«. les ^ineîpes exposés <iam les pawg,™^ p^c*- 
dens étant «ppLqués, ^m le ^k, .« ««„ ^ 
«osiiitts, détmaiMnt oonj^Ièleaaeiit k mardie et les 
«P|wrteii««g«« qWil faut hnt «ttrUw» d«tis les dtf- 
fa*iwju«d«in«. Si 4es points âlM', ext^éurfWs des am 
AM, AM , «n taèfte fe» Arrhes MP, JTF, perpeoaicu- 
ï«« «tt rayoH CA , «s dnoîle», étant rftuées «h> toéne 
«Je de ee raywi «t j^naièle, «irtre elle» . deyhint être 
«ffectees du même signe, par exemple du sigofe* câr 
on peut l«s«an»dérer comme des ordonnées comptées à 
partu- du pomtC, s„r k lîgne CB perpendicuiaire à CA 
II en sera de même, par la même raison, de tous leâ 
smus qu, apparUewwn» i des ares dont l'exttéaùt^ se 
termine suf un des points dek demi^irconférenoe ABa • 
niais «ne fois «ette convention adoptée, tojM Jes sinus' 

des arc, dont JWrémitê se trottvesur l'autrernoWé^AA 
de la cm»nférpnce, doivent être affectés du signe x£. 

gatif , car les drertes mp, m'p\ qui les repi^ntenr 
pouvant se compter sur le rayon Ci, d^ ^ ,ens d ^ 
i2«^t.«»»traire aux premières, doivent être mar- 

_Q«>M»t am aosihv^^ p<«. fe point A, <* IW est 

Ï* .t?l «tZTi'îi: «T" '* ^''* • ' '"^ '^ 
^^m: ïCHT, il ast^egaià Ui. fit donc noM Ip Dunrk<td^««« 

«»», aeMoiQnt dfattt observer ia même loi ^f i-j^i- 

îïl1p2S.:"*^' ^^ ^* •* *'*'*•' ''" ï-'f ^ 

^^ E» ym 4t» ^inus «t des oorinw ëtaot dét«naiii«« 

^i«*Jé«ns. quarts ,de «rde, ce«. de JZi^ 
^«> Jg^.tr,goi«w«r.q„e8 rf.. dédpi«xt, p«ce 

•«*»«W# «ifQWitaaB .dès (ùnits «t des 4x>mtM tm- ■ 
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quels elles répondent, de sorte que l'on eohnattrâ lëtlrs 
signes d'après ceux que prennent oes quantités. 

£n effet, si Ton désigne par a Parc AM ( fig» 9, lo , 
11,12)1 cet arc étant toujours compté dans un même 
sens, quel que soit le quadrans dans lequel tombe son 
extrémité M , les triangles GMP, GAT, seront sembla-* 
bles, ainsi que GAQ, CMT'^ de sorte qu'en nommant 
B, le rayon CM du cercle sur lequel l'arc AM se compte , 
ib donneront 

Arr * * _Rslnû 

AT = tang a, tang a = — -— ; 
" *^ cosa 

AA=oot a, cot a = — . ■ * ; 

sina 

R* 

CT==8éc a, séca = , 

cosa 

... R« 

CT'=ooséc a, coséç a^;^^. — , 

t ^ ' , sma 

AP ;= sin-v. a, sîn y> c = 1 -^ cos a. 

Maintenant , lorsque la valeur .porticulièirè que Ton 
■yisut donner à l'arc AM sera fixée, le sinus ainsi que 
le. çpslnus de cet arc seront connus, et l'on saura- 
quels signes il faut leur attribuer, d'après. le quà~ 
drans dans lequel ils tombent Alors en les substi- 
tuant dans les expressions précédentes, arec leur signe 
propre > on connaîtra celui que doit prendre cba*- 
cune-des lignes représentées par ces expressions. 
On Toit ainsi que ces signes deviennent un résultat 
népésaaiise dés deux conventions précédemment laites 
Sfqr! ceLfi.'^ue l'on veut attribuer, dans cbaque qua^ 
dr^ns, an sinus et au cosinus. Quoique cet eietiafk^ 
nous ait un peu écartés de notre obje^, j'ai cru de* 
vpiK.le donner, parce qu'il demande des conisidérftT- 
tiiHM âsseiE . dâieates et qu'U est très propre à l^tre 
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KÇQJtir pommeni on doit raisuimer dan» tous les cas de 
eçtte nature. 

39, On peat> à Faide de ce qni précède, trouver 
analjtiquement l'expression de la distance de , deux 
points dont on connaît les oocrdoonées réotan^es.' 

^ Soient (%* i3 ) > M', M'', les points doni 4 s'agit : si 
l'on mène MQ' parallèle à l'axe des oTyel/terÉkîiiéeaui^ 
coordonnées JAT, M'F\ le triangle ATM'Q', rectangle 
feftQ'^don^o'a 

Soient maintenant x',y, ^"9 y') les coordonnées XP*, 
y Sï', Ar ,F'M'' -, M'Q' sera x* - x', et M^QT -^ _iy . 
Si donc on représente par D la distance cherchée , 
otiaura 



D = v/(ac"-x' )V+(/-y )^, 



« » 



Si un des points^ par exemple ^ celui dont les coordour 
nées sont a?^ y% était l'origine m^me des coordonnées ^ 
on aurait 






ee qui donnerait 

/' 
Cest Vcxpression de la distance d'un point quelconque 
à l'origine des coordonnées. Il est aisé de s'en, convaincre 
directement sur la figure 14 > où M représente un point 
placé conforniéiâent à cette condition j car le triangle 
AMP rectangle en P^ donne 

AM =ÂP V PM = X* +y ^ 

$ok 

D=: V/x« -f^'- 
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des deux équations r = a, y = ^ , qui ûte^ h |H>$t^' 
tk» dfuu' point sun ud^^lM, ÂeH i iUià% èesrq^aiêdhès 
quelcottfués^ 

La ^Bmtkte'j3ftmaiy'e^msfâéréi»4x^igÊmiësï eHeexî^tfil 
feule,.e% fthe ds^$ sot se^s le plus ((teAdu tant qti^on 
meeemsÊàévB^cfae deux diiftijeii^ioiiey «^nvléttt h ttkii lés 
pknwtft do«t^ Pàbsoiss^ e»t égstla J^ # C^,« Bf»tis* ^«^po-^ 
sons (iig. 4) , AP = a, tous les points d^ht H^ f^, 
prolongée indéfiniment dans les deux seBs^ satisferont 
à cette conditions L'équafîon xt^a appartient donc à la 
ligne droite FM , parallèle i l'^xe des y, 
. On trou¥er;a^ de mâne ^uç req^BAtioiirjif. ^ ^exftinH» 
une propriété aui cony^t à tous les ppin£s 4ç. ^ Mr 
gné QiVt , menée par ïe point de l^axe des^' pouç lequel 
AQ = &, et prolongée içuléfiniment dans les deux sens,, 
parallèlement à l^x:C des x* 

^insi; eiK disant que le point M est détermipé p^j^ 

le sy^tfejiô des ^ùàtioïis 

-•'■■" . ' ' « ■ , . • ■ ' • ' ' 

on écrit qu'il est donni 'psiX l'in|;ers.ect ion.de deux droite^ 
'indéfinies menées parallèlement aux axes AX ^ AY; ce 
qui est la traduction littérale de la comtlriÉitflioii'gétiimé* 
tfitiue qui sert à le Irow'vferr^ 

La lî^ne droite, représentée par l'équation j? == a , 
Ma située t6tit étilièi^e dtt édié àeb atedsses positives , 
8i! tt est po^Uf : a«r êtHitrairé, si iâ$ «st né^àrtif , eMesé 
toMmVérà in toàlé dies aldsctsèés «ègat^és ; si a 6^ftu1, 
«Qe cCNbeid^a aTeb Vst^ de&^> dont l^éifiiàtibii esl -^t 
conséquent 

Il est vîwbie, en effet, que cette propriété est com- 
mune à tous les points qui sont situés sur cet axé , et 
qii'elle n'appartieAt qijf i eax seqjs^ 



Jh «•ème, suiraiit que h sera positif olâi ti^dttf , la 
ligne droite dont VéquatMHi eit yim^b>^ dein ëiluée 
au^essus ou ao^dkasoti* de V\BaLB dès Qf( «iy irî i^ «si 
nul 9 elle coïncidera avec cet axe, dont Féqnailoft est 
par 0Qiisé^(ueiit 

. Enfin, le ppint A, orijpne ,^e$ cpçrdontif&e^i^iô^^ ^ 
la fois sur ces deux axes, sera défini par le sjstèiRe^ 
deux équations* 

comme nous Parons trouTé précédemment 

4 k La métàddl! qiM tit>«s àTettis enijiHoyéë pèttr ex- 
primer anal jti«|tteHie&t la ponrittohk dW point , ^t 
^c Mrvîr «iMX)i« k désigner tiue Sufté de ptAiits si- 
taés <Bnr une même ligne drbièe palniffîlè k Un, deé 
axes des tooidMnéi». En gêMéttdisant ce résultat^ on 
voit que y si tous les points d.'tine ligne quelçoitque, 
^oitê ou odoilie, sont tels qn^il existe la même rela- 
lion enire 1^ isrdotenées et le^ abscisses de chacun 
d'eux, l'équation entre x et jr, qui exprimera cette 
relation , doit caractériser (cette ligne. Réciproquement, 
l'équation étant donnée, la nature de la courbe s'en- 
suit Car, si Fon veut trouver ceux de ses points qui 
répondent à une abscis^ déterminée, il sufiSlrà de 
Mettre cette valeur pour x datis l'équation ^ et eeflè-ci 
ne contenant ]^us akifs qtké la seule inconnue y, fera 
0d>inaltre les valeurs des coordonnées correspondàiîtie^;, 
qu'il fatidra plaeer, par rapport à l'axe dés X, côn^ 
ftN^ttvément aux signes dont «Htes sont aflbci^ t dé nii$me 
en se domiant jr^ l'équation fera bon'naltre les vateurs 
correspondaintës de x^ 

Une équation qui exprime ainsi là relatfoii qu'ont 
entre elles les abscisses et les ordonnées de chaque 
point d'une Kgne , se nommfe Végnation de cette lignes 
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et Pon dit que la ligne est continue ou disêontinue;^ 
&uiy^|it>qu^la,mén^e équation conrient ou ne conYie^t 
pa^ k tàu$ I«s poial$ dent elle est eoavposéei 
1 4^^ .Oonsidértons?, par etemple, une ligne droite AM 
(fig. i5), menée par l'origine des coordonnées-^ «t fer-» 
sant un angle et avec Taxe d^ gr , l'angle YAX des deux 
axes étant <%al^à B : si ^ d'un l>oînt .quelconque M, pris 
éut^itéStm^'ëii infné lV)ràonnéé PM parattele 4 
Fàité^flès'y/bti'kuratouJouFs • 



• 4< 
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sin^e 




points sitiiqs-^ns l'angle YAX, jbIIç n?en est p^s .moins 
^PP!*!^!^^^ i^^? point5:Aitïiés.dansJ«8:,autri8s angles des 
^i^e^j^rjp^rvu, qu'on y chapg^ cony^nablenienjt le signe 
des variablçs ::?: et jf. Si Fon y fait, par exemple, x né-. 
gati/, pour a.ypii»ies points ,si|;^és du çôt^ de^ ^^])^i9ses. 
hcgatives^ eUîe <|oiînera j. 



'm:.'**. 



y = — 



xsmet ' 
sin (^—u) ' 



1;):; 



jÇ^ést-J^dîre que , pour ces points, j/ devient aussi né-r 
g^tive> de sorte qu'ils sont situés au-'dessous de l'axe 
dps X I. tançais que ceux qui sont si tujés. dans UangleXAY 
sont^ aÙY4essus. du même axe : nous supposons ici que 
sip oL est une quantité positive , et que a est moindre que ^, 
,/ Cett;)&y?^lç«i^vde a est la même pour tous les points 
de Is^ mêma droitç AM ^ mais elle varie d'une droite à 
une autre : examinons les. çirconst^noBS; qui résultent 
d^ cette variatio^. ■ . •. 

A mesi^re que « diminue, la droite, s'incline ver$ 
]['axe ^es abscisses, avec .lequel eljte sa confond lors-; 




eoirsiBERis stm un plak. 8g 

que a sfes o'î iatissî celte siEi}positîon doniie-:t-êlle' jr s= o 
pour son équation. En partant de cette position, k 
mesure que « augmente , la droite se rapproche de Taxe 
des^, et elle coïncide avec cet axe quand i8 == at; aussi , 
dans; ce cas,, .^sin (iS 7— u) devenant, .nul , Péqi^^tipfi , 
dégagée de ce dénominateur^ se réduit à x==:o,JL'/99g^e«« 
continuant à augmenter j[ (iS^-^a) deviei^t uiïje .qiian- 
l^té négative j; alors sk^ (5—. *) est wég^tif qt ^4,k 
rrrj5in.(^ -r-jfi) ^ et l'éqqation. de h droite deTÎexit; . .. 

"" ' .î' ■ i i ' ' if ' . aSsin«K' . * , 1*» ■ -'. .';:: l'j'n. du 



V. ^00 vc »juc A eu uduuu prcç^iicutc uonnrme ^ ,car lanjc 
que X est posittf , elle donne j' négatif, et f^on ne peut 
avoir j^ positif qu'en prei^^pt x négatif : ce qui indique 
que la droite reste- çttr-Tdwous'<d«=~}^xe des x du côté 
des abscisses positives, et ne passe au-dessus de cet axe 
^ue du côté des abscisses négatites^ , fi f . 

liorsque et, devient çgal à i8o® , la ifrôite se cdnïonà 
de nouveau avec l'axe des Xy c'est oç que la formule 
indique, car on a alors sin a = o , ce qui donne y = o 
pour l'équation de la droite. . , 

Enfin , ût devenant plus grand que 180®, sin et est né- 
gatif, aussi bien que sin (S— a), et Téquatiop de là 
droite redevient, comme précédenunent, 



smât 



•^ sin (/S — fit) 

I*^ çoéffkâent .1 \ / reprend aloi^ des valeurs posi- 
tives ; en effet, la droite se trouve ^lors placée dans la 
situation M"ÀMj et, comme elle est indéfinie, elle se 
trouve, rentrer aussi dams Iç premier quadran^ XAY. 
A partir de ce terme , elle reprend succçssiv^ment dans 
]es auti^es quadrans les positions qu'elle occupait. * 
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Oa y0it,{>«94a9UQ discufiâion, que la fonanla 






e^t âf^Iicàble à tontes les drt)îtê5 qui passent par Poti- 
gîtfe des coordonnées. 

4S, GonsldérôiiS inahifênant une droite A^JVT (fig. 16) > 
qut iglssèj, ainsi que la précédente, Fatigle « arec l'axe 
des abscis^s, mais qtti ne passe plus par Tôrigiiie des 
coordonnées : et , comme elle ne serait pas déterminée 
par son inclinaison ^eule,. supposons, de plus» qu'elle 
coupçi'axe des jf daps un point A% tel que AA' soit 
une quantité donnée fc : si pn lui mënei par 1 origine 
des coordonnées, une parallèle AN ; çlont Féquaition sera 

^ sma 

^ sm (/»—«)' 

* ^ f 

9 

la yaleur de l'ordonnée Ifflt ^ composera, pour un 
ppmt quelcon<|ue, de ta partie MN, qui est égale. 
à AA ou a 5, et de l'ordonnée PN, dont la valeur 

*p sin fit. 

est -7—77, T. En réunissant ces de«x quantités , on 

8in(iS— a) ^ 

aura Pexpression de Fordcmnée PM ou y de la droite 

proposée, qui sera 

Oeit FéffMtion la plva ^érale d'une ligne dvoile,. 
quand on ne cbnsidëre que deux dimensions ; et elle 
renferme deux indéterminées a et & , parc^ qu^i) faut 
deux conditions pour particulariser la droite. 

U çst facile de reconnaître, par la forme f|iéme de 
cette équation , que tous les points auxquels elle appac- 




iieet lent ^u^ sur adé Kgttô âtoite ^ caff Oû en tire 



M| Il mi ^ - " " "j ~ "' «- 



* • • • *j _ • * • 



& Von regarde le point M o^uiimici vu.. (ftdtintqpiB 
de ceux qui ss^tisfont à cettfi éc|l|atÂOi») et qve^ par If 
point A% pour lequel AX'zssb^ «« 9ubn« iHwpuraHele 
A'Q à Taxe des a?, QM sçra j^— 6, A'Q sera égal à x j ^ 
et; puisque par la nétt^re de Féqii6t?6n le rapport de 
y — & à a; est constant ^ on aurs^ 

et akisl def aoite pùwit tao» Ué poiMs» M , M'y ^d ré^ 
*îfiefo«l réfaatioB proposée ^ dMê ï\ ^t qtte lea^ 
triangles A'MQ, A'M'Q' , etc., sont semblables, ef |*éff 
conaéqlienfc toU» œs pohitt solit en ligfl» ^ôHëi 

On pleut retPistwrÉr dd nièuie toutes kii àtitir^ ck*- 
mnstakicie» refetsifes h eétte }^e | éetf^ dlAétd , le tàp» 

port constant ^S étant éafti à -;— 7^ X|t «i ce irapr 

* AtQ • ^'^ 8tn(fl-*-fl9'' ^ 

port est donné , éMMléi jB «st CLikséi donilè, àà en tii*tM 

1» faiteiur de» «^, cm MA'Q; dé pins, ffûtihâ âc = o, 

¥éqm^fAoii dM^e^ y^^^y ^t pft<« éonséqtiént k'A.i=s b. 

On a donp un point de ht fitotié, et Pangle qu'elle fklt 

«t<e€f t^ixe 4«» c:^ } on pomr^à dcnit la cdtisf rtrire diapré» 

ces données. 

*9i fou Teui éMHHritre le fiîbitit oit elle ôônpe Pistxe \ 

des ctf j il faudra supposer J^ ùtille; ce c(tit a Heu p6a^ 

totis Ie9 points sjtdés sttt <^ axe. Cette- stipposltîotv 

-— ..^i, » i p(^— *) ■ 

sin« 

et Ton Yoit, par le signe de cette valeur, que, st et est 
moindre que |3 , b ttant positif, la droite coupera T^e 



r 
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des X du côté des abscisses négatives ^ ce,qu'îlélait d'aile 
leurs facile de prévoir. . 

En supposant a: négatif et plus grand que la valeur 
précédente , ob aura les ordonnées de la droite au-delà 
dw |KMnti8*, et ces valeurs-seront n^ktîVés , pàrÉiB'qu^eUe 
passe alors auHiettitts de l'àiédes abscisses. ' ' \ 

Ainsi, ïïoa-seulement/réquatjôn' .' . 



xsmet 



appartient à tous les points d'une ligne droite , qui fait y 
avec Taxe des or, ua angle a^ eï qui rencontre Taxe 
des y à une distai^ce b de l'origine^/ mais cette équation 
suffit, pouî' caractïériser la ligne droite dont il- s'agit'! 
çt trouver sa ptisition. par rapport aux axès*dés coor-^ 
<lonn^s. .' ' v' ' • 

44.|Gett9 propri^té.des formnles analytiques, de pou- 
:vpi^* s'appliquer; aux. lignes dans toute, leur. «tendue, 
i^lte; oomniQ nou^ l'avons dit plus haut^ de laliâdson 
qui existe entre les changemens de signe des variables 
X eXjy et tes changemetis'de position^ îignesqu'elles 
représeixte^V par rapport i r«rigtwe> ^ ;r. 

45. Le^ Y^ri^bles x et y ne se trouvent qii'au premiei* 
degré dans c^tte équation, çt n'y sont pas multipliéei 
^treji elles. D'après cette considération, on nomme 
linéaire toute équation de cette forme , quelque nombre 
de variables qu'dle renferme. 

46. Jusqu'ici , non» avons supposé que l'angle g, formé 
par le» axes des coordonnées , était quelconque : le plus 
souvent on prend cet angle droit (fig. 17), et on lui 
donne cette valeur , parce qu'elle contribue à simplifieu 
^e^ calculs ; on a alors 

sin (/3 — fit) = sin {90** — *) = cos ce,, 

et \'é<juation delà droite devient 




reoHsiDÉRés sitr vn plan. ^ 

iBomme il est facile de le vérifier à posteriori ^ en obsèr- 
Tant que, par la nature de la ligne droite , la relatîoa 

y — b . . • ^ 

'^—— — tang « 

X 

^sX toujours satisfaite, quel que soit celui de ses points 
que l'on considère. 

Eli représeiltanl, poikr plusse simplicité , tang a par 
\ine seule lettre a y notta durons ainsi 

pour l'équation de la ligne droite , lorsque les ooordon-* 
nées sont rectangulaires. Sous cett^ fi^rme , ^ représen- 
tera la tangente trigonomëtrique de l'angle' que fait la 
droite ayec l'axe des x , et fr représentera la distance de 
l'origine au point ou elle coupe l'axe des j^ ; ou, ce qui 
revient au même , ce sera la valeur d^ l'ordonnée oor^ 
respondante à a:=o. 

47. Tant que a et fr-^ont indéterminés , la situation 
de la ligne n est p^ connue^ et l'on sait seulement que 
ses points sont en ligne droite ; mais si ces. valeurs sont 
données , ou si l'on a des conditions qui les déterminent , 
on en déduit la position de la droite , puisque l'on con- 
naît un de ses points sur l'axe des y y et l'angle qu'elle 
forme avec l'axe des x. 

La recherche des coeffîciens a et & ^ d'après des con- 
ditions données ^ produit les questions suivantes j dont 
il importe de retenir les solutions^ parce qu'elles serven1| 
dans presque tous les cas où l'on applique Je calcul a 
la Géométrie. 

' 48. Trouver l'équation d'une ligne droite qui passé 
par deux points donnés. 

Soient a?', y, a?", y% les coordonnées de ces points ; 
la ligne cherchée devant être droite , son équation sera 
de la forme 

y — ax^b^ 

^ et C étant encore inconnus. 
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Ponr qu'elle passe par k peint dont les éoorcloiniéec 
wot ^ f y^f îl ^iit que son éqnatio» 9dit salîs&ite 
quand on y met otf pour x,et y' 'pour y ; ce qui exige 
qu'on ait 

Pour qu'elle pa$«(9 1^ .1(» jfm^ii àpp$. Im ^(wdémnées 
sontx%/,il faud|:î>A5iwlweq«e 

y" fta étx" rjt^ b* 

Ces deux ée^Uàtimis feh)nt éonnttftre à et À. En substî^ 
tuant leurs valeurs dans Téquatîon de la droite, elle 
sera déterminôek 

L'Mîmiiiatiîon peut se faire très Sfmplemient, en re- 
trancliant là seconde équatipn de la première, €tlft 
troisième de la seconde; car on a par ce mojen , 

d'oii Pon tire 

La première de ces équations est celle de la étroite 
dierchée, et la seconde détermine l'angle qu'dle (ait 
avec Fâxc dies x. Il est aisé dé vérifier â posteriori ^ 
que les conditions demandées se trouvent ainsi satis- 
faites , car x^=zaf Aonne y=y' et xzz^x" donne 

9 

Si y'— y^zzro, on a ^f-^s^o, 

^iiyieM y^y\ 

c'est-à-dire qu'alors la droite devient parallèle « J'axe 
des X ; et cela doit étjœ en ^et , puisqu'elle passe par les 
extréiihilés de deux ordotméiBS i^giifi»* 



\Jé 




SI x' — x* = ô , on a - = o, et il vîeot x = «:''; 

c'estrà-tUre qu'alors la droite fait im àdgle^iroit ayec 
l'axe des abscisses y et devient par cef&sé^pi^t |MEt>allël6 
à l'axe des y) ce qu'il était facile de prévoir. 

ïl est TÎs3)le que la méthode dont nous venons de 
faire usage peut encore être employée pour faire passer 
une ligne droite par d'eux pointl donnés , déits le cas ou 
les coordoi^nées ne seraient |Ma rectangulaires. 

49. Ti^uver les conditioiis néiaMsaires pour qu'âne 
droite soit parallèle à une autre. 

Soit jf=2:ar + i 

l'équation ^ la droite donnée ^ a et ^ sesoiit connus. 
Celle de la droite clierdhée sera de la forme 

y dis ax -4* fc'> 

<i' et V étant inconnus. . 

Pour que cies droite» soient parallèles ^ il faut qu'elles 
fassent le même angle avec l'axe des x \ ce qui donne 

'et VbtfÊntàmk de la pixt«i&iie devient 

V reste encore iiidétârmii;ié , parce qu^tl y a une infinité 
de droites qui sont |ftaraUèdes à la lî^ie donnée. 

Mais si l'on veut que cette parallèle passe par un 
point donné , et dont les coordonnées soient a! ^ y% il 
|au|b4.qu'MaU 

Cette équation fait connaître U -^ en la combinant 
avec la précédente , îl vient 



/ 
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pour l'équatron «le la parallèla menée par le point donné 
& la droite donnée. 

So. Touver l'angle -de deux drortes dont les éqna- 
tioiu sont idonaée!>. 

Soit y = a3i -i- b l'équatian delà pretùière droite, 
^ = o'j; + è' «Ile de la seconde. 

La première droite fait aved l'axe im x nn angle a , 
dont la tangente trignnomctrique est n. La seconde 
droilS'fxit uvec leméme axe un an|;)e a' , dont la tan- 
gente est û'. L'angle cherché est donc «'— «: or, on a, 
par les formules trigonotuétriques , 



tang («' — «) = 



tang g — tang« 



1 + tang a' tang a 
En nonimant donc V l'apgle.des deux droites , on aura 

Si elles sont parallèles, l'angle V est nul, et tang V =o, 
ce qui donne a' = a, cotnnie nous avons déjà tu. 

Si elles sont perpendiculaires l'une à l'autre) l'angle V. 
est droit , et sa cotangente est nulle : l'expression de 



pour qu'elle soit nulle, il faut ^u'ob ait - 

oa' -^- I =: o. ; 

C'est la condition nécessaire poor que deux, droite» 
soient perpendiculaires ^neà l'autre; et si l'une des 
quantités, a, a , est connue, l'autre sera déterminée 
par cette équation. 

5). Trouver les points d'intersection de deuxdroilés 
dont on connaît les équations. - 



coKSXDiais sur un plan. ^f 

Soit ^ î= ax + i l'équation de la première, 
y =? ax -|- y celle de la seconde. 

Le point d'intersection devant se trouver à la fois sur 
les deux droites, ses coordonnées doivent satisfaire à la 
fois k leurs deux équations : donc, si l'on considère ces 
deux équations comme ayant lieu en même temps, leur 
combinaison donnera les valeurs de x et y , qui con- 
viennent au point dont il s'agit. On trouve ainsi, par 
l'élimination , 



X 



a^^a "^ a'^^ a 



Quand az^iof^ ces valeurs deviennent infinies, c'est-à- 
dire qu'alors il n'y a plus de point d'intersection , ou , 
en d'autres termes, qu'il est infiniment éloigné; mais 
aussi, dans ce cas, les droites sont parallèles. 

La méthode que nous venons d'employer est géné- 
rale, et peut servir à déterminer les points 'd'inter- 
section de deux lignes courbes quelconques, situées. 
dans un même plan, quand on connaît leurs équations* 
car, ces points devant se trouver à la fois sur les deux 
courbes, leurs coordonnées doivent satisfaire en même 
temps aux équations de l'une et de l'autre : ainsi , en 
combinant ces deux équations, les valeurs que l'on ob- 
tiendra pour y et pour x seront les coordonnées des 
points d'intersection. 

Il faut donner beaucoup d'attention au principe 
que nous indiquons ici, et qui consiste à combinée 
analytiquement plusieurs équations^ pour en déduire 
le résultat commun qui satisfait à leur ensemble. 
\j Elimination y considérée sous ce point de vue, 
renferme presque tout le secret de l'application de 
rAlgèbre à la Géométrie, et j'aurai soin d'en faire 
remarquer les effets a mesure qu'ils se présenteront* 

5x Mener par un point donné une perpendieu^ 
7* Edit. 7 



^-o, 
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laîre à u#^ «lir^te Jonnée, >et «trouver la lengueur do 
la portion de ocÉta iperpandicalaire eom^iaç entre 
le point ?t Ja droite. 

Mty :^MX 4^^ l'émotion tk la dr^iîte «lonii^, 
0^, y'^ h» (cootàaaaén «lUi ^nt dcmné. 

Ha |»erpettMcri1aire étant une ligne droite, et de-* 

Ytint passer par ce point, son équation sera de cette 

foitn^e : 

y — y' =3= a' (x — x'). 

La^ conditîea d'être pcrpendtctilaîre donnera 

a 
et Ton aura jpar consécpent 

» 

C«6t l<éq«tiiAk>|i de !a perpendiculaire menép par le 
point dotnaé k ta droite donnée, x 

iWr le point d'intersection de ce9 deux droites, 
leurs é(]u«ftiofn devront avoir lieu en mémç temps : 
aiiiei , en représentant les coordonnées de ce point 
par x' ^y", on eura, pour les déterminer, 

y* :=: ax' '•\- b ^ 

Pour faire féHmifiation arec plus de facilité , on 
Bftettra la première de €es deux équations «ou« la 
forme 

V 

et, cvi la eorabinant avec U suivdfite. «n ei3i<ti]i^ra 



^ 
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a, i, af, y'ï étant Ses quaptités conoucs, Ips coor- 
dooBées x'y au ppint d'inter^eptign se trpwvept W^i 
déterminées. 

53. Cherchons maintenant la longueur de la portion 
de perpendîculiaîre cgmpj'ise entre le point et la 
droite donnée *, Texpressîon de celle longueur est 

Eii U r^ïwatavt pfv Pi ^ m»tt*nt povr «"--»' 

etj'* — y leurs valeurs , il vient 

y_ay— S 

pour la longueur de la perpendUculaîre clierdiée. 

A VaÂée âe e& -qm ppéoède , mt peut résotfdre 
toutes les questions ^nl ne Aèjpenàêvlï mit de la ligne 
droite , et qui font relatives à des ^nts ritués dans 
tm même plan. I^vêls aHoBS Hunntenant étendre €«s 
résultats au cas général o& l'en ne fait alMtractlen 
d-€|uoiine des diioemioiis àt Tespaoe. 

Des Points et de la Ligne dniie t^onsidérés 
en trois .dimensions ou dans F espace. 

54. If DUS avons dît qu'un point de ^espace est dé- 
terratsé de po&itîon lorsque l'on connaH les lon- 
gueurs et les directions de trois droites menées de 
œ point paraUUenasnt a trois plans ^ et tcs'minées à 
ces plans. Pour plus de simplicité, noas supposerons 
eecm-ci rectangulaires ; alors , si on les représente 
pw YAX , XAZf et ZA^y, et qu'on sache qu'un point M 
est ^adé k une dtstamce MM'^ du premier, MM* du 
second, et MM" du troisième, fig. 18, il suit de la 
propriété qu'ont les deux plass parallèles d'être éga- 




lOO 0BS POINTS XT DS !*▲ U»MB DHOXT» 

lemimt éloignés l'un de l'autre dam tous leurs points , 
que, si l'on mène aux distances données trois plans 
M'MM'y M*MM', M"MM^ respectivement parallèles 
aux précédens, le point M se trouvera à leur ren- 
contre mutuelle. 

Les plans rectangulaires YAX, XAZ, ZAY/ aux- 
quels on rapporte les points de l'espace, se nom- 
ment les plans coordonnés .* ils se coupent deux à 
deux, suivant trois droites, AX, AY, AZ, passant 
toutes trois par le point A , et perpendiculaires entre 
elles. 

D'après les propriétés ^es plans parallèles, la di- 
stance MM^ du point M au plan YAX, distance que 
nous avons figurée dans l'espace , peut se mesurer sur 
la ligne AZ , et elle est égale à AR. 

De même, la distance MM'' peut se mesurer sur la 
ligne AY, et elle est égale à AQ. 

Enfin , la distance MM* peut se mesurer sur la 
ligne AX, et elle est égale à AP^ on Toit qu'il en se- 
rait de même pour tout autre point de l'espace. 

Les droites AZ, AY, AX, sur lesquelles nous comp-» 
terons désormais les distances respectives des points 
de l'espace aux plans YAX, XAZ, ZAY, se nom- 
ment les axes des coordonnées, dont le point A est 
l'origine. Nous représenterons en général par a? les 
distances qui se comptent sur la dernière, qui sera 
l'axe des x-y nous .^désignerons par y celles qui se 
comptent sur la ligne AY, qui sera l'axe des y, et 
nous désignerons par z celles * qui se comptent sur 
l'axe AZ , qui sera l'axe des 2. 

Si donc, ayant mesuré les trois distances APj AQ, 
AB., on les trouve égales a a, b, c, on aura poipr 
déterminer la position du point M, les trois équa* 
tions, 

xz=.a, yszb , z±z Cy 
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et comme elles suffisent pour cet objets, nous les nom- 
merons 1^ équations du point M, 
' Ijcs positions des points M', M", M*, que l'on ap- 
pelle les. projections du point M sur les trois plans 
coordonnés 9 se trouvent déterminées ^ par ces équa- 
tion.^ ; car on en tire 

pour les coordonnées du point M^^ projection du 
point M sur le plan YAXj 

pour les coordonnées du point M"; projection du point 
M sur le plan XAZ$ 

pour les coordonnées du point M*, projection du 
point M sur le plan ZAT. 

On voit / par la composIti<9n des équations précé- 
dentes y que deux de ces projections étatit données^ 
kl troisième s'ensuit nécessairement. Dans la construo- 
tton géométrique ; on les déduit facilement les unes 
des autres ; car M* et M*^, par exemple y étant don- 
nées y on mènera M*Q et , M'T, parallèles à AZ ^ puis 
QM' et PM' respectiyement parallèles aux ligneft / 
AX y AT ; M' sera la troisième projectiion du point M. 

55* Il résulte de ce qui précède , que tous les points 
dç l'espace étant rapportés à trois plans perpendicuf- 
laires entre eux, les points de chacun de ^ ces plans 
se trouvent naturellement rapportés à deux droites 
perpendiculaires entre elles , qui sont les intersec- 
tions de ce plan avec les deux autres. 

Ainsi , désignant chaque plan par les coordonnées 
qui lui sont propres, le plan TAX sera celui des x et ^ 
des y y lo plati XAZ celui des a? et x, et le plan ZAT 
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celui «les jf' et s. Nous ferons ^désormais usage de ççs 
JénominâtiouaL 

Ce <jue nous avoiis dit 51 us haut sui* l'interpréta- 
tioa qu'il ftiut donner aux ordonnée^ ncgativèa, s'ap- 
plique aux. axes AX, AT, AZj et il s'ensuit quelles 
signes des coordonnées x, y, z, feront connaître ;Ia 
situation de chaque point de part et d'autre des trois 
plans coordonnés. Il ne faut ]pâs perdre de vue que 
ces plans sont indéliairaent étemlus,.et que les droites 
AX, AY, A2, sont îndéli«i^;n^t prolongées de part 
et d'autre de leur origine commune. 

56. Reprenons maintenant bu particulier chacune 
des trob équations 

x:=zay yz=zby j&=c, 

qui déterminent la position d'un point dans l'espace^ 
a 9 b f c, étant q«i^conques. , , 

La première, x = a, cqniàî^éxée comme $1 elle 
existait seule ) convient à tous les points dont Fàh- 
sçïsse AP est égale à a< £|lfi appartient- par oonsè* 
quent au plan MMTM'^ supposé indéfiâim^nt étendu 
dans tous lç3 ^o»', car tous les points tlâ 06 plan^ 
qui est parallèle au plan ZAY|., satisfont à cette cod-' 
dition. De mâme ,1 réqQatîoaHj(r3^ confient à tous 
les points du plagci MM'^QIVl'^ mené par le point M> 
parallèlemei^t au plan.JZAX; eJL enfin l'équAtion ^::=:c 
Quavient à tous les, points du plan MM^AMT, qui 
est mepé par 1^ point M pajraUèleoiieQt au plan 
X AT y ces plaps dev^^nt tojijours être re^ariléa commd 
Indé&ois., 

Par conséquent « le système des trais é(|uatiûns 

signifie que le point auquel elles appartiennent est 
situé en même temps sur trois idan» parallèles aux 




représentées par a , & ^ c ; ce qui eft la ttxêudlâ^n éh 
la. coaiArweiki» gâiMiétrîqme de kN[U8ll«r u^n$ bomiûes 
fQrtîs. ' 

sont celles des plaiM <îo«rnihnittés ettY-^finrémes. La pre- 
nderei appsiir*tîenft mi ^a«t de» yz-, ht seconde ^ au 
plan des xz, et la Ipoisièine, a» plaît <tes xy;*teur 
ensemble a lieu pour le polat A, origine des coor- 
données^ puisque ce p<^nt est leur commune inter- 
sectionb > 

ôy. Au moyen de ce^qui précède , il esA SmiU- êfHr 
pvkn(sr la dlistaoce de deux fpin^s d«nt ga. nfonamh.im 
coordonnées, fig. 19; car soient M ^11,1, cet» d9u& poinl»^ 
dont les coordonnées seront x, y, z; x\ y\ j&'j^ si^ 
par I0 premier, fm lakm ut» ligna direiite MÇ pa- 
rallèle au plan des xy , et terminée à Fordonnée MiM', ,^ 
on aura 



MM, == QM + QM,. 

QM, est égale à MMVfi — MT», ou a a'— â; QM égale 
»rWr. S^, pét Ift pdîfttM', oûr ni&û^^M'Il paraïfèle à Taxe 
^$ X, îr,R g^t^ f^y.^ M^H géra x' — x-, et foa 



M'ai', 3= M'ft + M%R 3s (^*-* yT)» 4- (x — ar')*. 
En substituant ces valeurs y, 3 tiendra 

îf€»i^Biattt d^ôûc D la dfetanc-e cherdice, on aura 
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C'est l'expression de la distance de deux points quel- 
conques de l'espace. 

On peut remarquer y dans cette expression ^ que 
a:'— 07, j^'— y , t' — z, sont les projections de la 
droite D sur les trois axes des x,yy z\ d'où résulte 
ce théorème : Le carré d'une portion quelconque de 
ligne droite est égal à la somme des carrés de ies pro- 
jections^^ur trois axes rectangulaires. 

Si le point m coïncide avec l'origine A des coordon- 
nées y la formule précédente devient 

_ r D = v/a;'*+y» + z'*. 

C'est la distance d'un point quelconque de l'espace 
à l'origine des coordonnées , fig. ao : en effet , les 
triangles AMM', AM'P, étant rectangles , l'un en M', 
l'autre en P, donnent 

AM = MM*+ AM*= MM'+ MT^prÂP=r a'+y + «*, 

comme nous Tenons de le trouver. 

On voit par ce résultat que le carré de la diagonale 
d'un parallélépipède rectangle est égal à la somme 
des carrés de ses trois arêtes. 

Ce théorème , présenté d'une autre manière , donne 

une relation entre Içs cosinus des angles qu'une droite 

quelconque AM forme avec trois axes rectangulaires 

entré eux. En effet, désignons ces trois angles par 

X , , Y , Z , selon la dénomination de l'axe auquel ils 

appartiennent, et nommons r la distance AM. Cela 

posé, dans le triangle AMM' rectangle en M^ il est 

visible que l'angle AMM' est justement celui que 

nous avons désigné par Z; de plus, MI\{t^ est égal 

à 2, et AM est égal à r; on a donc, dans ce 

triangle , 

s = r cos Tu 
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En raisonnant de même pour les deux autres, on 

aura 

j^ = rcosT, 

aî = rcosX, 

et cela est évident par la seule considération de la sy- 
métrie de la figure. Ces trois équations étant élevées au 
carré et ajoutées ensemble , donnent 

a:*4- jr»4- a* == r»{cos* X + cos' Y + cos* Z} ; 
or, on a par notre théorème , 

0:*+^*+ »■ = r*; 
par conséquent , il faut qu'on ait aussi 

cos* X -f- cos* Y + cos* Z'= 1 ; } 

G^est-a-dire , que lorsqu'une ligne droite forme trois an- 
gles X , Y , Z , avec trois axes rectangulaires , la 
somme des carrés des cosinus de ces trois angles est 
toujours égale a Funité. 

58» Maintenant que nous savons exprimer la position 
des points dans l'espace, cberclions la relation qui 
doit exister entre les coordonnées d'une suite de points,, 
pour qu'ils soient situés en ligne droite. 

Pour cela , il suffît de remarquer que , si plusieurs 
points sont en ligne droite dans l'espace, leurs pro- 
jections sont aussi en ligne droite sur chacun des plans 
coordonnés. 

£n effet, la projection d'un point sur un plan est le. 
pied de Istperpendiculaire menée du point sur ce plan : 
${ plusieurs points sont en ligne droite , cette droite est 
dans un même plan avec les perpendiculaires menées 
de ses points , et par conséquent les pieds de toutes ces 
perpendiculaires sont sur une même ligne droite. 
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Ce plan 9 qui contient toute» le» p<irpeiHlûSiiIâir«» 
menées des diyers points de la droite ^ se nomme pl^m 
projetant, et son intersection avec le plan coordonné- 
est la projection de la droite. * 

Une droite est détcarmioée qoând on connaît deux, 
plans qui la contiennent; elle le sera quand on coiv- 
naftra deux de ses plans projetan;^ : or^ ceuj&-<û soixt 
détermiuës quand on a les projetions par lesquelles ils. 
passent; ainsi, une droite est déterminée quand on 
connaît tes proj^ctiaos sitr déni despbnt cocttfôiinés. 
Par conséquent, les équations de ces projections sur 
les plans des xz et deayz étant 

leur ensemble fixe dans l'espace la position de la droite - 
si elle passe "par l'origine, c& et /è seront nuls. 

Ces considérftiidto aoat lacihsB à ^éifffier. En efiPet , 
l'équatiou 

«fiprimant une, relation indépendante de y, n'appav-- 
t^ent pou; seulement à la ligne droite > qui tst la pro^ec^ 
tion de la proposée sur le plan des x et a; elle e«nyt«nt 
aussi h tous les points du plan mené perpendiculaire- 
ratnt à celui des x et 2 par cette projection > puisqoei» 
jyattt ces points, la relation des x et z est encore L» 
incmet 

Semblablement, Téquation 

lorsqu'on la coujsidère à part, a lieu, quelles que MÀeM 
les Yulcujrs^ x^ puisqu'elle est ijadépeodante àt cette 
"▼ariablfi : elle i^appwtia:ktdoikc'p^8eu)€«iBqti k pro« 
iection îk h^ droite proposée sur le plan des y eè »,> dl^ 
coiivicnt an plan.pra)etai)t mené par cette peojieotîo»» 
Fav conséquent, le. syslèwe dot deux équations 
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signifie que la droite |grojposée se trouTe en même iemf s 
sur clfiux plans étonné^ ^^ ^t. Toîla pourquoi leur ensemble 
détermine sa position. Ôii voit. ^wissi par là que leftiTa- 
rîables x^y^z», de cei.équatfious., expriment les coor- 
données des pomt^^ dç la . .droite > coovdonnées qui 
-doîveni: avoir entée ^es 1^^ reJUtioos déterminées p«^ 
ces équations. . . 

La droite étant ainsi partî<^^}^isi^^ sa projtçctiwv «ur 
lé troisième plan doit résulter de ces données. En effet, 
en éliminant z eivtre les.^^ux équ^t J0P& pxéoédenikes , 
on trouve • . - ^ , , . ■ \ 

— — , ifc-Zu^, Ou v — )*— -fji;— »*). 

apiMHieititeiit &sc&pdittb'^(r)â4l«dit^; elles '{ndlquent 
h li6UJ ofr tombévit 1^ p^pèuA^Ktïiïlairë»' atiàiéâéé» ^ ces 
poi^iti sar kr'plàfir dèS'à^ *tA suite 3ë ces doefddnnées 
form« dono laprofféetiofi âë'la di^éittt ;> et téf rëktiétt ifUi 
esWte entre leur» vateure^ ihaonf te ^foref dette ]p^o]éÀ(on 
est elle-même une ligne droite , ou^ ce qui retient stii 
même , c'est l'équation dtr plan projetant perpendicu- 
laîraaufpIaÀ àe^xy* U.est.Ts^e qiie> oette éqindÂoil'^ 
avec une des précédentes y suffirait aussi peut «nrttetô^ 
riser là droite dans l'es]^Roe. 

Il suit, de làr qa'ii fqiul^ an géttàrali sâeiKbréqiiatiQni 
' pour fixer k po^itioii àlu^t^-dpmtf&dm» :l\e»psu»^^.€m 
deux équations sont celles des deux planljttr lesq^dsia 
droite se 1rout«4 • ' 

ne laissent qu'une d.es variable^ iiidëterminées; on peut 
donc alors se donner les vi^laurf de oatte detnikiéy et let 
équations feront connaître les valeurs correspondantes 
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des deux autres; ou pourra donc obtenir les coordonnées 
d'un nombre, qfuelçonque de points situés sur la droite* 

À ce prdôédé analytique répond, une construction 
géométrique fort simple. Si Foh construit les deux 
projections de la droite sur ceux dès plans coordonnés 
oit elles se trouyent, ce qui est facile, ces projections 
tiendront lieu de leurs équations; alors, en prenant à 
Voldnté une des coordonnées, elles feront connaître le» 
deux autres. 

Soient, par exemple, ATMTy .VM", ces deux pro- 
jections (fig. 21). Si l'on prend à volonté 2 = AR, que 
par le point R, on mène. RM'',* RM*', parallèles aux 
axes des x et des^, et que des points M", M**, on mène 
les ordonnées lli^P^ M^'Q., les lignes AP, AQ, seront les 
valeurs de, a; |^|: dey correspon^ntes.à^= AR. Alors «î 
l'on mène. PM', QM% respectivement ipareUèles aux axes 
AY, A'Sj, les points M', M", M'', seront les ti^ois pro* 
jeG);ions ^Ujpiçdi^t chqrcké sur les plans coordonnés. . . 
.,!p^:mâipe,j&i l'on. donnait d'abord a:=AP, on aurait 
cinsuite. ■- ; . , 

s=PM^ 

et>.adi6vantla construction comme précédemment, on 
trouverait 

Ia oonstruction serait la même, si l'on employait la 
projection de la droite sur le pian des xy, avec une des* 
deux précédentes. 

Lorsqu'une droite est située dans un des plans coor- 
donnés, sa projection sur les deux autres se confond 
avec les axes eux-mêmes. Si, par exemple, elle se 
trouve dans le plan des X£, on a 

i = o, ^ = 0, 

et ses équations deviendraient 

y = o , X = a* -f- «, 
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La première exprime que la projection de la droite sur 
le plan YZ se confond avec l'axe des z , et la seconde 
représente sa projection sur le plan des xz , laquelle se 
confond dans ce cas avec la droite elle-même. 

La recherche des coeffîclens a, by «^ 0, d'après des 
conditions données ^ et la combinaison des lignes droites 
qui en résultent^ donnent lieu ^ dans l'espace, à des ques* 
tions analogues à celles qui se sont présentées à nous 
en deux dimensions^ et leur résolution n'est pas d'une 
moindre utilité : nous allons les discuter sucoessi"- 
Tement. . ' 

59. Mais f auparavant^ nous ferons une remarque im- 
portante ; c'est que les procédés dont nous venons de 
faire usage ^peuvent paiement servir à indiquer la 
succession des points d'une ligne courbe quelconque 
située d'une manière quelconque dans l'espace. En eifet , 
il suffît que l'on connaisse les projections de cette courbe 
sur deux des plans coordonnés^ pour qu'elle soit déter- 
minée entièrement; or, ces projections elles-mêmes 
sont des lignes courbes situées dans les plans coor- 
donnés. Ainsi , lorsque l'on connaîtra les équations Je 
œs courbes, on pourra, pour chaque valeur donnée 
d'une des variâmes Xyy, 2, trouver les valeurs corres- 
pondantes, des deux, autres; ce qui déterminera dans 
l'espace, sur la courbe proposée, le point qui répond à 
ces valeurs. La suite de ces points peut fort bien n'être 
pas de nature à être contenue tout entière dans un 
plan ; et c'est ce caractère qui constitue les courbes que 
l'on appelle à double courbure. 

Et, de même que les projections d'une ligne droite 
sont les traces des deux plans projetahs qui la con- 
tiennent et qui la donnent par leur intersection , les 
deux projections d'une ligne courbe quelconque sont 
les traces de deux surfaces cylindriques dont les 
arêtes sont perpendiculaires aux plans coordonné», 
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et quî , se pénétrant inatueflem«nt dans Pespacc , Son- 
nent la courbe proposée par leur intersection. La dé- 
nomination de surface cylindrique est prise içî dans 
un sens plus général que celuî qu*on lui attribue pour 
rordînaîre dans les Eléniens de Géométrie, où on 
Pemploie pour désigner une surface engendrée par 
une ligne droite qui se meut parallëlement à elle- 
même , de manîfere à passer toujours par un des points 
éPimc cînconférence de cercle. Ce mouyement d'une 
drûke parallèlement h. elle-même est ce qui constitue 
en général les surfaces cylindriques ; et c'est la nature 
des eourbes directrices qui étaMit des différences entre 
ces «urfaces, 

6©. Trowrer les équations d*une ligne droite <jui passe 
■pëft cleufL points donnés. 

Soient x^y'y % , ^f^y", 7? y les coordonnées de ces 

points, la ligne «rhercliée aura ses équations de pette 

forme-: 

07 r=? 6£ -fp « , 

y — bz + ^'y : 

a, b.y «, ^.y iêtant enooina immiDiies. Penr qn^eUe 
p9Cse p^r le;» poinU dont les çoordoBSiéBfi aont; a:\ y% 
z,\ il favi^qu^ 4m équatÎQps «9tcfit satîf &it8s , ^qwLwi mi 
7 m€t x' pour x^ y p«>r y, if! pour z; « qjji eipge 

y =4»' 4. 18. 

Pour qu ell^ pas^e par le point dQnt les çgoripnf^es 
sont x% y, z", il faudra dp xoème qvHw «it 

it 1/ « 

/ = iz" + /3. 
Q}f ^fnaUMis ûmt ooiMialtra «, ù, «^ |S; et, en sub- 
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ttitninvt leur» valeurs dazls Téquation de la droite , elle 
ce ircNKTera «létemiiiée. 

En opérant sur ces équations comme sur celle de 
FftHiele 5o, on trouvera 

d*oà l'on tîre 

°— a' — a»' a' — a"' 

Ces deux derjûères^mit loi éfaation^ de la çbroîte cher- 
chée; les deux autres font connattre les angles que font 
ariBC Voie 4^s 9 ^ep prx^ectittns «or lei plans des xs 
et d^s j^2* n ^ AUi d« s aasnrer que ees expressions 
reoferxneat les cQndîfiaBi ed^ées. 

6i, Trouver les iK>tiditi<ms néoes^iref pour que deax 
droites soient p9Lr«J)èle6 daos Fespaee. 

Soient xt=az 4- rtl x- *: j^i 

• . g>lfitéqiuitton8 4tlapreniiere^ 

f f t Af r celles de la seconde. 
^ = ^* + P^ 

Si ces droites sont parallèles, leurs plans projetans 
seront parallèles, et les intersections de ees plans avec 
les plans coordonnés, ou, ce qui est la même chose , 
les projections des droites sur ehaeun d'eux, seront 
respectivement parallèles. Ainsi, pour que les condi- 
tions demandées soient remplies^ il faut qu'on ait 

et Ifil â|utie«f ètt ia parallèle deviennent 

X = az -■}- a\ y z=;^hz^ /S'. 
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J et ^ restant encore indéterminées, parce qu'il y 
a une infinité de droites qui sont parallèles à la pro- 
posée. 

On peut vérifier ces résultats d'une manière fort 
simple. Si l'on détermine «, «^ jS, & , de manière que 
les deux parallèles passent par un même points dont 
les coordonnées soient a:', y, a', on trouvera qu'elles 
coïncideront dans toute leur étendue. 

6a. Trouver l'angle de deux droites dont on a les 
équations. 

Soient x = ca + * ) , 

— Â J- â • équations de la première , 

i.t X ù>\ <^lles de la seconde. 

Nous rasaarquer(ms d'abord qu'il n'en est paa dans 
l'espace comme sur un plan oht deux droites se ren- 
contrent toujours f à moins qu'elles ne soient parai* 
lèles. Dans l'espace , deux droites peuvent se croiser 
sous difiérens angles sans se rencontrer^ et leur in- 
clinaison se mesure^ dans tous les cas» par celle de 
deux droites qui leur seraient respectivement paral- 
lHLea, et qui passeraient par un même point. Menons 
donc, par l'origine^ deux droites respectivement pa- 
rallèles à chacune des précédentes / leurs équations 
seront 

, > pour la première , 

32 , , > pour la seconde. 

Prenons sur la première un point quelconque^ dont 
1^ soit la distance à l'origine^ et dont nous désigne- 
rons par af, y% z\ les trois coordonnées rectangu- 
laires; prenons aussi sur la seconde un autre point 



/dbnt la tRirtaSice à cette tàémb <ft4gme «oit f , rt 'doht 
les coordonnées soient x" , y", z". Enfin , nôtttlitôtis D 
la distance de ces deux points entre eux. Gela posé ^ da^s 
le triangle formé par les trois droites i', / et D, l'angle 
T eompH^ éhlrfe 'les deux ^iremièpes , «erà êoimé fkt îa 
formule 



COsV t=: 



k*«M^L- 



a/r" 



il ne reste plirs qu'à déterminer /, r" et D. 

Or, en désignant par X, Y, Z, les trois angles que 
la première droite forme avec les trois axes reetatigu- 
laires des x, des y et des 2 , on aura , comme dans le 
ii*'57, 

x'^îiï^eosX, y2=/cosY, a'tt=r'<*)sE; 

et en désignant par X% Y% Z' , les angles analogues 
pour la seconde droite, on aura de môme 

:x?'' = r*cosX', y'ssx/iîosr, a"'=a:Kc«)s2r. 

Déplus^ D étant la distance des deux points, 'on a en 
général par le n** 5/ , 

to» «= («" — jc')* + (y -^yy 4- {^" — 40**} 

ou bien 

et mettant pour les coordonnées rectangulaires leurs ya- 
tettfd éÉfoBctiaiK des angles 

D* = /*{cos'^^ + cos*T + <»s^} + r'''»{côS^X^+cbs*r^ 
•--2rV*|œs!SLC0sX' 4- coslt côs Y' +C0S Zôosî?}. 

Mai^^^àpfrèslaTelatito démoniKré» dlÉ» le-n^^B^-mMe 
'leftobsinto dès tvoi6«kigles fiMnt&éspâfr une Inânè^idtoke 
«tHû «rab aM6 rèetengidaii^es^ «n -À 

C0S*X+C08»Y+C0S»Z = 1 , 008*X'+ C08*1^4-C0ô^^= 1. 

7« Èdit. ' S 
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. L!e?cpressipn de D* simplifiée par ces relations deYÎen- 
4ra donc 

D» = t'» 4- Z'* _ 2/r^(cos X ces X' + cos Y cos Y' + cos Z cos Z') 

alors]! en la substituant dans la valeur de cos Y ^ qui 
est 

r'^ + r'^ _ D* 
oosV== ^, , 

la division par /r" devient possible, et il reste 

cos V = cos X cos X' + cos Y cos ¥' + cos Z cos Z' ; 

c'est l'expression du cosinus de l'angle formé par le» 
deux droites. 

Où pourrait encore parvenir à ce résultat, sans 
passer par les théorèmes démontrés dans le n** 67 , re- 
lativement aux cosinus des trois angles ; et cette seconde 
manière , plus directe que la précédente , est en même 
temps trop élégante pour ne_pas la donner ici *, elle est 
fondée sur cette considération , que la valeur de cos V 
est indépendante de la position des points que nous 
choisirons sur les deux droites pour former notre 
triangle , il suffit que ces points soient sur les droites 
données. Ainsi , l'équation 

■cosVds ^V, „ ^ ou D»— /•— r''*4-2rrcosV=o, 

doit être de nature à ce qu'on puisse j satisfaire, 
quelles que soient les valeurs que l'on donne à / et 
a p, pourvu que B* 'soit exprimée en fonction de ces 
quantités^ La condition de cette indépendance détèr- 
. mine tout de suite cos Y ; car si l'on reprend l'expres- 
sion générale de D^ en fonction de f^ et r'^ et qu'on la 
substitue dans l'équation de condition px>écédente f 
celle-ci devient 
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r'»{cos*X + cos^Y+cos'Z— 1 }+r''*{cos»X'+cos* Y'+cos*Z'— 1} 
— sr'r''{cosXcosX'+cosYcosy'+cosZcosZ' }+ar'r"cdsV=o, 

puisqu'elle doit être satisfaite, quelles que soient / et r", 
il faut que les termes a£fectés des différentes puissances 
de ces quantités se détruisent séparément et indépen- 
damment les uns des autres. Ce qui donnera d'abord , 
pour les termes en ?''* et r"* , 

cos'X-f cos' Y4. cos*Z= 1 , 
cos'» X'+cos* Y'+ cos* Z'= 1 , 

et ensuite en comparant les termes affectés de /r", 

cos V •=: cos X cos X' + cos Y cos Y' + cos Z cos Z'. 

Cette valeur de cos V est la même que nous avions trou- 
vée tout à l'heure. Quant aux deux autres relations 
entre les trois angles formés par chaque droite avec 
les trois axes rectangulaires , ce sont celles que nous 
avions trouvées dans le n° 5^. Mais on voit comment la 
condition d'indépendance dont nous avons fait usage , 
y conduit directement. 

63. On peut aussi exprimer cos V en fonction des 
coefficiens,a, b, a', b', qui entrent dans les équations 
des droites 



x^=.aZy al z=z, az 



y =zbz, J'' = b'z. 
Pour ceWy considérons le point que nous avons choisi 
sur la première, et dont nous avons représenté les 
coordonnées par x\ y\ z' ; il faudra que ces coordon- 
nées aient entre elles les relations exprimées par les 
équations delà droite, ce qui donnera 



x' = az\ 



et comme on a toujours pour la distance /, 

8. 
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ces trois éqn^tion^ ^ioQ^eroot 

a/ , ^ 



Or , on a en général 

cosX = -->, C08Y = ^, cosZ = -7: 
r r /' 

on aura donc aussi 



a 



V/i4-a''4*è* |/i-fa»4.^ \/x^a^^b^ 

En raisonnant de même sur les équations de la seconde 
dmte, en en tirera également 

a! V 1 

et ces Taleurs étant substituées dans l'expression géné- 
rale de cos V , il viendra ' 

,, i+aaf + bb' 

cos V = — -- - — i- — ' * - 

|/ 1 +fl* -f Z^î» V^ i 4~ a'^ -fr 6^> 

Cette valeur de cos V est réellement double , à 
cause du double signe que peut prendre cbacun des deux 
radicaux 

I 
I 

qui çr^fyçat iem Iq^ x^Umns d^ cqs X co§ X cm Z. Ce» 
djWuWe3 sigttft* «ppartiçpnwt Vwi à V^ng^ aigu, Tai^tre 

à TangTe obtus, qnft fprwçi^t ^ntire (Ah<^ \^ <1^W^ dwitei 
que nous avons considérées. 

64. Les différentes suppositions que Ton peut faire 
sur l'angle V étant introduites dans l'expression gé- 
nérale de cos V, on obtlèndt^a ainsi Itei cottdlllofts qui 
devront avoir \im p^ur que oet angle soit tel qu'on 



^ 



le Suppose. Veut-on ^ par exemple , qtie les deuï cirôitéâ 
soient perpcforliottlaîres, il faudra faire V== 90*, icosV±=:o, 
et alcMTS Féquatkm eii cds Y doimera 

i + aa' + bb^ z=z o y 

c'est la relation nécessaire pour que les deux droites 
soient perpendiculaires entre el(es dans J'espace ; ce qui 
peut d'ailleurs avoir lieu sans qu'elles se coupent ^ 
comme on le Terra plus loin. 

lYeut-on, au contraire, que les deux droites soient 
parallèles, il n*y a qu*à écrire que cosV = ±: 1 , ce 
qui donne 

1 4. crû' + 66' 

t/ i + a'» + 6' y/ 1 +«'^4^* 

Faisant disparaître le dénominateur du second ineiur 
hre, ^puis élevant les deux membres au catré| et 
développant , on peut mettre le résultai sous la 
forme 

(a' — ay + {b' — by + (ab' — a'bf = o. . 

Or , la somme de trois carrés ne peut être nulle, si cha- 
cun de ce;5 carrés n'est nul en particulier. L'équation a 
laquelle nous venons de parvenir ne peut donc être 
satisfaite qu'en faisaiM: 

a^a% b=xb% ab' = a'b. 

Les deux premières indiquent que les ^ï'djëetîàfi'^s A^i 
deux droites sur les plaùs des xz et des yz sont pa- 
rallèles entre elles. La ti'oisième es^ une conséquence 
diJS'disn» axrtreflT/ et (Aler a'Keu' «PeAe-'ffî^nik^ qoâtfd^ êMlf 
sont sati$faitel»^ei»>se#Ce (}9e tout serédmfi ^satiélftîrd 
aux deux premièr0G^ conditions. ^ 

65. La valeur géaérSS'e^dé' êos V en a, a', b ,V ^ peut 
se vérifia éAe(H*e pal^^ eette êôtwidérafîôn , qlife'^i l'une 
des droites |p*?op©fcéç*v\Btif<à ife^îonfoifArfsuccessivement 
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avec l'un des trois axes des x , des y ou des z , les 
valeurs correspondantes de cos V doivent redevenir 
égales à cos X ^ cos Y , cos Z , et c'est ce qu'il est aisé 
de vérifier. 

En efiPet, les équations de l'axe des z sont 

quelle que soit la valeur de z ; conséquemment les équa- 
tions 

x^=zafz, yr^zb'Zf 
deviendront celle de l'axe des z , si l'on a 

a'i5=o, i'z ^= o, 
sans attribuer à a de valeur particulière ; ce qui exige 
que l'on ait 

Substituant ces valeurs dans cos V , son expression se 
réduit h. 

cos V = -7 ■ — =F = cos Z. 

V/i + a* + i* 

De même , les équations de l'axe des .t sont 

y=;o, Z=:.0. 

Or, les équations d'une de nos droites donnent 

X Vx 

Donc, pour que y et z soient nuls, quel que soit Xy il 
faut que l'on ait 

l. = o ^ = a 
d ' al 

Maintenant , si l'on divise par a' les deux termes de la 

fraction qui représente cos V, elle devient 

-. CL CL 

cosV=s 



^1 +«.+&. y/i + x + ^* 
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Faisant donc 

-j=iJO,^-Oy il vient œsV==--7==p-=======cosX, 

OQ trouTera de même 



CO8 Y = - 



Et en effet, ces valeurs s'accordent avec celles que 
nous avons trouvées dans le numéro précédent. 

66. Il est facile de vérifier directement ces résultats 
par une construction géométrique (fig. 23) ; car , si d'un 
point quelconque M , situé sur une droite ÂM qui passe 
par l'origine , on abaisse les perpendiculaires MM' , 
MM'', MM'', sur les trois plans coordonnés , les triangles 
AMM', AMM", AMM*", seront rectangles, le premier 
en M% le second en M''^ le troisième en M"; et ils. 
donneront 

- MM' ^ MIT -. MM" 

AM AM ' AM 

Or, MM', MM", MM*, sont respectivement égaux à 
X, y, Z'j de plus , AM = ^/x' -f-^» + z\ On a donc 

y X 



Z= ,C0ST=— — =r:j:r— t=.,COsX=: 



V^^*+y*+a* v^x*+y+z* l/^'+y+«' 

Le point M étant sur la droite, ses coordonnées sont 
asujetties aux équations x •==: az, y = fcz. En vertu de 
ces relations , les variables x, y y z, disparaissent des 
formules précédentes , qui donnent ainsi 

cosZ = - - ==.', cosY= - - L s = , cosX» . . — ==. ; 

Vi+a^+b^ ï/i+a»4-^*' |/i4^«4^» 

valeurs absolument semblables à celles que nous avons 
trouvées plus haut. 



fi/. 11 est visible que les angles Z, Y, X^ sont com- 
plémens des angles MAM' , MAM" , MAM"' , que fait la 
droite AM avec les plans coordonnés | on aura donc, 
en nommant ceux-ci U* U^, U"', 

.inU'=_^ i^XJ^-— 1===-, sinU-=-=^==. 

l/i+a*-fè* i/i^a*-J-6* U'i+a'+b^ 

Ce sont les sinus des angles que forme une droite quel- 
conque avec les plans des xy , des xz et des yz, 

08. Trouver les coiidîtibas nécessaires pour que 
deux dtoites se. coupent dans l'espace , et , lorsque ces 

conditipns spijt remplies , trouver leur point, d'înter- 

seçtî.Qo, 

» 

les^éijuati'ons des droites données ; si elles se coupent, 
les coordonnées du point d'intersection devront satis- 
faire aux équfàtions de l\me ot de l'autre. Aiasi, en 
nommattt x' , y' y z'y ceaoAordonnées , il fkidra qu'on ait 
en Wxu« t«i0f#. 

C^s qijQgtre équations étant plus^que suffisantes pour 
déterminer les trois inconnues a;', y', z, conduiront 
à^ntteé^attofade ootiditievi entre les sevife» quaoAîté» 
a\ *, *, /*; dy b^, diy 0^ qui détenbkien&k posHion 
d^di^olCiBs-; en- effet , en éliminant d^âb<9«*â x' et y y on 
trouve 

C^est la condition nécessaire pour que lendens dmilet 



se a9U|leiit* Si eUe est remplie , Il suffira dé considérer 
Xrms quelconques des équations précédentes , pour avoir 
les ittleurs de x',y , a', qui seront 

«'— « , ff—0 , au'^céa , b^'—V» 

Ces valeurs deviennent infinies lorsque 41 = a' et 
b.z=i b^ ; alors l'équation de condition est vérifiée : ainsi 
les droites se coupent , mais leur point d'intersection 
est infiniment éloigné, et il est visible , en effet, que dans 
ce cas elles sont parallèles. 

L'équation de condition que nous venons de trouver 
dans cet article pour que deux droites se coupent dans^ 
l'espace, est différente de l'équation 

i 4- û^*' + ^^' == o , 

■ 

trouvée dans le n^ 64 pour exprimer que deux droites 
sont perpendiculaires l'une à l'autre. La seconde de 
ces deux conditions peut donc être satisfaite indépen- 
damment de la première; et ainsi comme nous l'a- 
vons annoncé dans le n^ 64 > deux droites peuvent 
être perpendiculaires entre elles dans l'espace sans se 
couper. 

A l'aide des formules précédentes , on peut résoudre 
toutes les questions de Géométrie qui ne sont relatives 
qt^àt la ligne droite. 

^9v La méthode que nous venons df appliquer* à Fin- 
tevseelîoiyde deux lignes droites, servirait en géoéralpoiir 
trouiter ks ponvls» d'intçrsection de deux courbes dont 
liB'projvBldom' seraient dovmées'; car ces points^ étant 
commun» aux èmai courbes, leurs coordonnées dte^ 
vrmnté«trafai«6 à la feus aux éqiMtions qui 1^ repré- 
sstttettt , a^esflha-dips aux équations èK' Beurs^ pvc^êc^ ' 
tfoiis^ Celte CDonééralion dcmnera généralemeni quatre 
équations entre les trois variables , a?',y^ a/ ; c^é9C^à-dire 
une d0'p)«9qa^iVn'inrl8itiC poi«r les détermMe^. Ai^tsi^ 
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en éliminant ces variables^ on parviendra à une 
équation de condition qui devra être satisfaite ponr 
que les deux courbes puissent se couper , et cette 
équation exprimera les relations qui doivent exister 
pour cet objet entre les quantités constantes qui dé^ 
terminent la forme des deux courbes et leurs positions 
dans l'espace. 

Quoique la raétbode précédente soit exacte, elle a 
besoin de quelques développemens. Elle donne bien la 
condition nécessaire pour que les deux courbes se ren- 
contrent dans l'espace, mais on n'y a pas eu égard au 
nombre des points d'intersection. Nous allons donner le 
moyen de le déterminer. 

Soient j: = Ç; (z) , y=zi^(^z) 

les deux équations des projections de la première 
courbe, et 

celles de la seconde , les caractéristiques ^ , •>}'??>', 4' > 
désignant des fonctions quelconques de z : ces quatre 
équations devront subsister en même temps pour les 
points d'intersection des deux courbes. Cette considé- 
ration donne d'abord 

en éliminant z entre les deux dernières , on aura l'é- 
quation de condition dont nous avons parlé. Pour bien 
comprendre l'usage de cette équation , il faut distin- 
guer deux cas : i**. celui oii , connaissant toutes les 
constantes qui entrent dans les équations des deux 
courbes, on demande de déterminer leurs points d'in- 
tersection; 2°. celui où ces constantes étant arbitraires , 
on demande d'établir entre elles les relations nécessaires 
pour que les deux courbes aient un nonibre de points 
d'intersection déterminé. 

Dans le premier cas , les équations de condition (0 



\r\ 
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et (q) sont coinplètement connues, et les yaleurs de 
tous leurs coeflîciens sont données. On cliercLera leur 
plus grand commun diviseur, et en l'égalant à zéro, 
on aura une équation en z qui, par la résolution, fera 
connaître toutes les valeurs de 2, qui pourront être com- 
munes aux deux courbes. 

Ces valeurs étant connues, on substituera successi- 
vement chacune d'elles dans les équations des deux 
courbes données, et on les résoudra par rapport aux 
variables x et y. Toutes les valeurs réelles de ces va- 
riables, qui seront les mêmes pour les deux courbes, 
indiqueront autant de points d'intersection réels j et 
en répétant la même opération pour toutes les va- 
leurs de z déduites des équations (1) et (a) par le 
moyen du plus grand commun diviseur , on aura tous 
les points d'intersection des deux courbes sans aucune 
exception. 

Si, au contraire, les constantes qui e^itrent dans 
les équations des deux courbes n'étaient pas données , 
il faudrait profiter de cette indétermination pour éta- 
blir entre les équations (1) et (2) un commun divi- 
seur de tel ordre que l'on voudrait assigner. Si l'on 
ne peut disposer que d'une seule constante, on ne 
pourra établir ainsi qu'an diviseur commun du pre- 
mier degré ; mais si l'on peut disposer de deux ou de 
trois , ou d'un plus grand nombre de ces constantes , 
on pourra établir un diviseur commun d'un ordre pro- 
gressivement plus élevé. Mais ces conditions, quoique 
indispensables à établir, ne suffiront pas encore pour 
assurer que le nombre d'intersections demandé existera 
réellement. Il faudra essayer sur les équations ainsi mo- 
difiées les valeurs de z données par le diviseur commun 
que l'on aura établi , en déduire les valeurs de x et de 
y, et voir si elles sont les mêmes et réelles pour les 
deux courbes. 
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Pour représenter ces conditions par la Géométrie , 
il faut considérer que les valeurs de z qui satisfont ' 
à l'équation (i), donnent les points qui peuvent être 
communs aux projections des deux courbes sur le 
plan des xz,oa plutôt elles font connaître les ordon- 
nées 2 qui leur appartiennent. L'équation (a) exprime 
une condition analogue pour les projections relatives au 
plan des yz. Mais cela ne suffit pals encore pour que 
les deux courbes se rencontrent dans l'espace. Il faut 
que les points où les projections se rencontrent cor- 
respondent à un même point de l'espace , c'est-à*dire 
qu'ils se trouvent deux a. deux sur un même pbn 
projetant. 

Du Plan. 

70. Ott a vu pltis haut qu'une Ugne eourijie est c»^ 
riketépisée lersque l'en a une éfuation qui eibpriiwe la 
relation qui doit exister entre les abscisses et fes or- 
dosnées de chacun de se» pointoî : îl en est de^ m^e 
deA surfaces ; leur nature est détentiinéè qmDd on ai 
une équation entre ks coordonnées .ir , y^z , des pe«ftt» 
qm leufi appartiennent j ear, en se donnant- à rolotàé 
les valeurs de deux de ees* variaUes> Véqiidtion ferar 
CQAnakre lai vaUitr «le la troisième, et le point doûf 
elle» seront les eeordoBAées sera sur ku surface , et non^ 

aÂlleuTS. 

Si y fs»' exemj^è , 9tt se donne des^ valeurs de x- et^ 
de.)fr, que noiASireprésenteroB» par 

en prenant sur les axes des z et des y (.lig, 18 ) 
AP = a , AQ = i,. et menant les parallèlesrPM' , QM' ^ 
à ces axes, on déterminera le point M', qui sera la ]?ro* 
jection du. point cberdié sur le plan. des- JO y,y* L'équa- 
tion supposée, -entre a:,.y, a, donnera eiisuite la.valçu^. 
correspondante de z, c'est-à-dire la longueqr de l'or- 



^ 



donnée MM', ce qui adièrera de déterminer la position 
du point M de la snrfaoe. Il suit de là qu'une équation 
entre trois variables ^9 y, 21, représente une surface « 
àe même qu'une . équation entre deux variables repré- 
sente une ligne} et Ton dit que la surface est continue 
ou discontinue , suivant que toutes ses parties sont ou 
ne sont pas assujetties à une même équation. 

71. Cela posé, cberclions.la relation qui doit exister 
entre les coordonnée» a', y, 2,, pour quç cette surface 
soit un plan. 

La manière la plus simple de concevoir la ^néra*" 
tion d'une surface plane , c'est de la regarder comme 
le lieu de toutes les perpendiculaires menées à june 
même droite par un de ses points. Soient x', y\ a', les 
coordonnées de ce point , on aura 



"^ , , ; ,[\ pour les équations de la droite. 

y— j=^(*— »)/ 

Celles d'une autre droite queloonquiB qui passera ppiv le 
mêkiEie point aercmt 

X — X* ma- {z — z') , 

et si cette droite est perpendiculaire à la précédente , 
om aura (n*? 64) 

1 +00' + W =0; 

q! et b' sont çoASt^tntes pour une même perpendiculaire, 
jxms variable^ d'une perpendiculaire à une autre. Si 
dottc on met dans )a dernière équation , pour ces quan* 
titéS| lews valeurs en 0? ;>', z , tirées des dçux pré^ 
dentés , ïe résultat n'indiquera plus laquelle des.perpenr 
diculaires on a considérée ; il n'appartiendra par consé- 
quent à aucune d'elles en particulier ; mais il exprimera 
une relation qui leur convient à toutes : cette rela- 
ttOtt sera donc lôelie quîdoît exister entre les coordon- 
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nées du plan qui les contient. L'élimination donne 

2 _a' +a (x— .x') -f i(y— y) =0; 

et comme les quantités a , i , qui déterminent la posi- 
tion de la première droite, sont absolument arbitraires 
ainsi qucx\y\ z', cette équation peut servir à repré- 
senter un plan quelconque. 

En y faisant a: = o , y = o , 
elle donne z = i' -f- gjp' + by'. 

Cest la valeur de l'ordonnée AC du plan à l'origine 
(fig. 24). En la représentant par c, l'équation du plan 
devient 

z-^-ax -\- by — c = o, 

et l'on voit qu'elle est linéaire par rapport aux variables 
X yy , z. Elle renferme trois coeiEciens constans et ar- 
bitraires, a, b, c, parce qu'il faut en général trois 
conditions pour déterminer la position d'un plan dans 
l'espace. Si c = o , AC devient nul, et le plan passe par 
l'origine des coordonnées. 

En faisant ^ r=: o , on aura l'intersection CD du plan 
avec celui des xz (fig. 24) ; car c'est la propriété com- 
mune à tous les points qui y sont situés. Il viendra ainsi 

y=o, z+ar — c = o 

pour les équations de cette intersection : la première 
exprime que sa projection sur le plan des xy est l'axe 
des X lui-même ; et cela doit être ainsi , puisque cette 
intersection est tout entière dans le plan des xz. La 
tangente trigonométrique de l'angle que cette droite 
forme avec l'axe des x , est représentée par — a (n°46). 
En faisant de même x = o , on obtiendra l'intersec- 
tion CD' du plan avec celui des yz, et ses équations 
seront ^ 

a; = o, a + iy — V=o. 

La tangente trigonométrique de l'angle que cette ligne 
f^rme avec l'axe des x , est représentée par — < b. 



f 
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£nfin> en faisant £ = o^ on obtiendra l'intersection 
DD' du plan avec celui des xy , et elle aura pour équa- 
tions 

a = o , cra: + iy — c = o. 

Ces intersections se nomment aussi les traces du plan. 
Considérons d'abord les deux premières : en y sup- 
posant y = o , a: = o , elles donnent toutes deux pour 
z la même valeur z = c. Ces droites passent donc toutes 
deux par un même point C de l'axe des z ^ l'ordonnée 
âC de ce point étant égale à c. 

Les projections de la droite à laquelle le plan est per- 
pendiculaire^ ont pour équations 

x — x' = a (as — sO > y — J= ^ (* — *')• 
En les comparant avec celles des traces mises sous la 
forme 

on voit (n° 5o) qu'elles leur sont respectivement per- 
pendiculaires *, d'où il suit que lorsqu'un plan est per- 
pendiculaire à une droite dans l'espace y les projections 
de la droite sont perpendiculaires aux traces du plan : 
c'est ce qu'il est facile de démontrer par la Géométrie. 
Car y si une droite est perpendiculaire à un plan , les 
plans projetans de cette droite sont perpendiculaires à 
ce plan et aux plans coordonnés : ils sont par conséquent 
perpendiculaires aux traces du plan proposé. Ces traces 
doivent donc être aussi perpendiculaires aux intersec- 
tions des plans projetans avec les plans coordonnés^ 
c'est-à-dire aux projections de la droite. 

En faisant s =o dans les équations des traces CD > CIV; 
relatives aux plans des xz et àesyz^ elles donnent 

/» 
z=:o, j^ = o, x=- pour la première ; 

*î=o, x = o, y:=zj: pour la seconde. 




Ce soai les coordcMmées des points D^ ly^ o& œs teaceft 
coupent les axes des x et des j^; et œs coordonnées 
satisfont aux équations de la troisième trace DD' , qui 
sont 

a = o, aX'{' by — c ^= o, 

parce que cette trace passe par les points d'intarsecftion 
des axes AX, AY^^avec les deux autres traces. 

On peut au^î parvenir à Téquation du plan, en le 
^ncevant én^iekdré par le mouvement d'tine des traces , 
qui glisse sur l'autre en i*estaat parallèle à ^e^méme ; 
pour cela^ soient 

y:=LO y a + ax — c = o les équations de la trace CD 

sur le plan des xz , 

j:=o, a + ôy — c = o celles de la trace CD' «ur le 

plan des^'z. 

C'est la forme la plus générale qu'elles puissent avoir , 
puisqu'elles doivent se couper sur l'axe des z. Si la se- 
conde se meut paTalièlement à elle-même, elle aura , 
dans une quelconque de ses positions EF, des équations 
diecefte forme, 

<t et |S étant oonstantts poor la même position , et va- 
riables ff une position à Pautre. La première de ces deux 
équations indique que la droite reste loujoiu's parallèle 
au plan deà yz \ la seconde , que sa projection sur ce 
plan e^ parallèle à la trace donnée. 

En faisant j^ = o , on aura le point £ , oh. la trace , 
dans son mouvement , rencontre le plan des x eX. z\ 
ses coordonnées seront 

Pour que ce point d'intersection se trouve sur la 
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trace CD , il faut qu'il y ait entre ces coordonnées la 

relation 

z + ax — c=o, 

exprimée par l'équation de cette trace*, ce qui établit 
entre ce et jS la condition 

^-f-ace — c = o. 

Ainsi , dans toutes les positions de la droite généra- 
trice, il existe entre les coordonnées d'un quelconque 
de ses points les équations suivantes : 

a: = ct, z + by — |3 = o, jS + a* — c = o. 

Si l'on élimine entre elles et et fi y on obtiendra un 
résultat indépendant de ces quantités^ qui, convenant 
toujours aux points situés sur la droite génératrice , et 
n'étant plus particulier pour une de ses positions, 
appartiendra au plan qu'elle décrit. Cette élimination 

donne 

z + ax + iy — c=:o 

pour l'équation du plan*, ce qui s'accorde avec ce que 
BOUS avons trouvé plus baut. 

72. On voit aussi, par cette métbode, que l'équation 
du plan restera toujours du premier degré, par rapport 
aux variables x, y, z, lors même que ces variables re- 
présenteraient des coordonnées obliques-, car, quelle 
que soit l'inclinaison des coordonnées, les équations des 
deux droites génératrices seront toujours du premier 
degré en x,^, z (n** 45), et le raisonnement par lequel 
l'équation du plan se déduit des équations de ses traces^ 
est aussi le mcme dans tous les cas. 

73. Les deux exemples précédens, quoique fort sim- 
ples, suffisent pour faire concevoir comment on peut 
trouver en général l'équation d'une surface, lorsqu'on 
0ait qu'elle peut être engendrée par une ligne courbe 

7* Édit. g 
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cpii glisse sur une autre ligne suivant deê eoméitii&ài 
données. 

En effet, pour qu'une des âeiltx courbes puisse être 
considérée comme mobile , il faut que sa position ne soit 
fài dbmfplètehieht déterminée. Il éii donc nécessaire 
qu'il entre dans son équation quel'^Ué constante arbi- 
traire qui puisse prendre différentes valeurs relatives à 
ses différentes positions. Telles étaient, dans le pro- 
blettir ]^]^éden!, lè^ qtlahtîtés et et 0, qui dépendaient 
d« k fà^moVi dé Ëi droite génératrice. 

Or^ dans chaque positroû dès deui courbes y il existe 
une équation de condition qui doit être satisfaite pour 
qu'elles puissent se rencontrer (n° 69) 5 et cette équa- 
tion indique les rapports qui doivent exister , pour cet 
éffety entre ksr qu^tutités constatités ^uî d^éterminent 
leurs p6sîtions tèspectHés. Si bn laisse suteîstê^ 6éttë 
équation de eonditi6n> et qu'on en èbà^se 4éux dé àë^ 
tfuàtitîtés conétânteé par la substitution de leurs valeurs 
en fonction des variables x^y^z, tirées des équations 
des deux courbes, le résultat , dégagé de ces constantes, 
deviendra indépendant de la position particulière que 
f on avait considérée d'abord : il appartiei^dra donc « 
tous les points de l'espace, dont les coordoiinées x^y, z , 
sont letles^ qu'ils se trouvent sur l'une oh l'autre deh 
deux courbes, lorsque ces courbes sont placée!^ de ma- 
nière k pouvoir se rencontrer. 

Si les deux équations de la courbe mobile à^ renfer- 
mient que deux constantes arbitraires, telles que l'étaient 
4 et |3 dans le problème précédent , Féquation de cdndi^ 
tion, débarrassée de ces constaxrtes par l'élîminatidn^ siè 
dontiendra plus que les variables x^f 29 et des ^ûsntitéB 
connues : elle rej^résentera .par oonséquent éne àurface 
engendrée par la courbe mobile. 

Mais si les deux équations de cette ctnsÀe eontieiitient 
plus die deux constantes arbitraiires^ &à «e |)otM« pli 



en généml^ In ohasrar toute» à la fins de l'é^ûation Aè 
«ooditioD : {lar «oliséquiïKit^ ie résultidt en à:, y, z, don- 
îHern antanfc da silrfaees diffléi^htes qu^'Pbti )^ôui*t*à dbil- 
ner de Takilrs aux constante^ arbitraires qtici n^ont pu 
éXre éliminées. 

Ainsi 9 dans ce ca8, PèiJ«3fiîon finate représentera une 
sttîte dé fivrâtceS) dtt le //«se ^o//ffe de tous les points de 
Fei^aœ qui peuvent to trouver stir la courbe génératrice 
dans sDn iBiMIVêâieTrt* 

Gek serait arrivé > par es.e<ttple, dans le problème 
précédent, sa le« quantités a et b, qtii déterminent la 
direelion de la droite génératrice, eussent pu être quel- 
conques, au lièù, de rester coùstamment les mêmes. 
Alors la génèratriee, au lieu de rester parallèle a elle^ 
même, aurait pu preudre toutes les directions possibles 
autour de ehàqtiè point de la droite fixé ; et de la serait 
résulté , non pas use feur^acê plane , mais un solide qui 
aurait compris tous les points de l'espace*, et se éeràlt 
étendu à Tinfini dans tous les sens. 

Pour ne laisser aucune incertitude danks i'étnpioi dé 
ces considérations générales , nous allons en faire l'ap-^ 
plication particulière à la rei^rche des surfaces en- 
gendrées par le mouvement d'uAé U^e droke. 
. Soient donc généralement 

ynOiiz + é^^ 
les équations d'une ligne droit« queteottqùe : tant qiiè 
les quatre quantités a^b^tt, fi^ ne sont pas données, la 
position de la droite dians l'«spftce est absolument indé- 
terminée ; on sait seulement que tous les poinAs ^%U^ la 
^>diiipbsélkt ont énlre eux le rapport de si^ujiti^fi ^^ U 
Tighe droite (KLige.^ . . . ..u., 

Si Ton établissait entré ces qtiantités une équation de 
tïondition à laquelle =1îltes dusseiit satisfaire, l'indéter- 
mination serait moinArt. Càt, ^ârmi toutes les droites 



r 



possibles ;. il y en aurait déjà qui ne pourraient pas sâ-* 
tisfaîre à cette condition. Si l'on se donnait ainsi deux 
équations de condition, l'indétermmation deyiendrait 
moindre ejicore. Cependant deux des quatre quantités 
a, bjÉty fif resteraient encore arbitraires, et le lieu de 
toutes les ^droites qui rempliraient les conditions assignées 
formerait un solide. Ajoutons encore une condition de 
plus, il ne resterait plus qu'une des quatre quantités 
d'arbitraire 3 le lieu des droites qui satisferaient à ces 
trois relations formerait une surface; enfin, avec quatre 
équations de condition, les quatre arbitraires se trou- 
veraient, coniplètemeut déterminé^, et il n'y aurait 
plus qu'un certain nombre fini et limité de droites qui 
satisferait au problème avec toutes ces restrictions. 

74. Afin de rendre les calculs symétriques, nous 
mettrons l'équatipn du plan sous cette forme : 

Ax+By + G5 + D = o, 

qui n'est pas plus générale que la précédente, avec 
laquelle elle coïncide lorsqu'elle est divisée par C : c'est 
Féquation complète du premier degré entre trois va- 
riables. 

'/5, On peut reconnaître à posteriori, et d'après la 
nature de x^tte équation, qu'elle appartient à une sur- 
face plane; car une ligne droite menée par deux points 
quelconques pris sur cette surface > coïncide avec elle 
dans toute son étendue. En efiFet, les équations de cette 
droite seront de la forme 

» • " 

y=:bz + fi. 

Soient af, /, z% les coordonnées d'un des points qui 
y soŒït situés; ces coordonnées auront entre elles les rela- 
tions exprimées par les équations précédentes, c'est^-dire 
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Mais, de plus^ si ce point se tro«te aussi sur la surface 
qui a pour équation • 

Ax + By + G6 + D = o, / . ' 

il faudra que ces cooi^onnées satisfassent aussi à cett» 
équation ; en sorte qu'on ait 

., ., . •..■••• 

ou', en mettant pour x' ety leurs valeurs az'^», ^8'+^, 

(Aa + Bi + C) a' 4* A«f + Bi3 + D i= o. 

C'est l'équation de condition nécessaire pour que la 
droite ait un point de çpmmujD atec U surface dont* il , 

s'agît, -..:,:: .:,..:. - > ^t^'"' ' -i ''* 

Soient de même ^x", y'^ ;&% . les cooDdomiées d*im 
autre point commun à la. droite et à la^surûbce^^pn-en 
tirera encore la^condi^W . 



I • < ■ 



Cette équation ne .peut pas subsister èU' même temps 
que la précédente ^ à moinsqù'on. n'ait sé f wa é m qit^ ' 
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' ^a + Bfr+Crrro, A«. + By8 + D = o. 

Ce sontdonclà les équatîolis de condition nécessaires pour 
que la droite ait deux points communs arec la surface* ' 
Maintenant, si les valeurs des coeffîciens a, &, «t, /8, 
sont telles que ces deux conditions soient satisfaites, 
tous les autres points dé kt droite lui seront aussi com-* 
muns avec la surface; car, soient x*,- y^l a*, les coor- 
^onpées d'un quelconque de ces pointa; -pour qu'il se 
trouve aussi sur la surface, il suffit qu'on ait' 

( Aa + B6 + C) 2" -f A-i + B/5 + D =: o. 

C%r,'!cette équation tesD satisfaite d'elle-'nkéme en retfi 
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d^ 4^u^ jfj:é<^n^m et; p«r «ûBsé^eat k point dont 
il s'agit est réellement commun à la Mnrfaee et à la . 
droite. 

Ce résultat étant général, il s'ensuit que toute droite 

?r\ ^!*^? ^^'^^ P'^>"J??^ ^J^WW^ ^i^ec ia sifirlaoe A^at 
équation est 

... ■• . • 

comci4^r^ avec elle dans toute son étendue > et par 
conséquent,* cette surface est plane. 
76. Ep-^Mfant.jraso, on ^ ; 

r- • ■»'«<.• -Vil-. •>' ' Tii'tH./ii' ^ 

l 

lt'dst*l!éqQaif4Mi de la tpa(^ GD dirr le plan des xz (f]g.'fi4). 
Si le plan proposé est perpendiculaire au plan dés yzr 
fiette toécfi dcwa être ))arallël'e.àraxé des r; son é<juation 
oerikop^c aOBfléiplenti de' Ia' il^rme i '±=: constante , ce qiiî 
exige que A soit nul*, réquatkm' dxi'platt devient alors 

«I n'est fititt qK^enifte-fl «t y^ dé'qixi é'acibotde àVéc ce 
queinoiiSHf«WMtw'dans)le(»it^<58vpageio6. '^ 

On trouvejçait de ipênje que^^si la pl^^n prqposé est 
perpendiculÂire a celui des xz , on doit avoir B = o , 
fAfif^ qw » t|?açjS: fW le pUu des j^* devie«t paraHèfe 
ài;^;iip4^ J'. AiïW .'-'■'' •' » 

efit J'^w^tiw 4'i»H ifU» ^rpèndiakfeire 4 celui 4ë* ^àiis. 
foftp,! powr ^ujg le pho soât perpcûdicmlaireà cteltii 
dptfiî^, tt fiiut qu'on «it Cïwoç ce qui donûe tuèifr 
sonéquatiM * ' 



UM ^ 4/?^)i^ V^ 4a}» ^iffiarratett' «tewcB t^éiiriMbt 




de ce que les quantités — 7^^ "^r^ représentent les 

t^ïjgept^ trigo^qf»^^r}q^§* 4®s angles que forment ayec 
les axes des x et des y les traces du plan proposé sur 
çf^\j^x fie^ xff et des y^ 

Npi^ m^ pippps^ix^n^, relfttivemant au plan, une 
;siiite 4^ qi^^tlons a^^logiii^ i^ celles que la ligne droite 
nous a présentées. 

jj, TrouTcr 1^ .^qn^îo^^ d'mu pl#ff qui piasse par 
trois points donnés. 

Soient sfy y, z% x", y% %", x*, y", a"*, ^^s coo^i^qn- 
nces de ces points ; Féquation du plan cherché sera de 
cette %we 

A3ç + By + €z + l>:=iO] 

# .Pffjsqlie JW^ j[K>i4t« dowéi j^tHvent j être eoùpris , il 
xtfP'P^ ,$i^ift(er mUsf» lw,c<wfifeîiaos A, B, €, 2), les rela- 
tions suivantes : 

Ax'rf-B/+a'-rf-P = P, 

Gp^ trois équfAions^ qui spnt du pr^ier degré j>ar 1:5^ 
port apx coordonnées de^ poûoits proposés, donn^sr^i^t 
pour A^ B/C, 4és expressions dé cette forme, 

A=sxA'D, BorB^D, C^Cf>, 



stituant ces valeurs dans l'équation- du pla]|,P 4ifp9.T 

«éwknt .q« «itiafçsa aux condiiioBs Jrtna i iéet . 
■^' TcaxiveB l^gotersection <4e 4kuK plansl 
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Soient 

1 

elles deyront avoir lieu en même temps pour les points 
qui sont communs aux deux plans. On pourra donc 
déterminer ces points en combinant les deux équations 
précédentes. 

Si P-en élimine entre elles unfe des variables^ z par 
exemple , on trouve pour résultat * 

(AC— A'C) x + (BC— B'C) j^ + (DC — D'q ='o.. 

Cette équation étant du premier degré, appartient à une 
ligne droite ; or, la relation qu'elle exprime a lieu seu- 
lement entre les coordonnées j: et j' des points situés 
sur Pintersection com-mune des -deux plans; 'la droite 
qu'elle représente est donc la projection de cette in-- 
tersection sur le plan des xy. 

On prouvera de la même m^^nière que, si l'on éli- 
mine y on X entre les équations des deux plans, le 
résultat appartiendra à la projection de l'intersection 
sur le plan des xz ou des yz. 

79. Généralement, pour trouver les points d'inter- 
section de deux surfaces quelconques^ il faudra établir 
que leurs équations, qui sont en oc, y, z, ont lieu en 
même temps 5 et en éliminant entre elles x ou y ou z , 
les équations . que Pon obtiendra , .et q^^i seront entre 
deux variables, seront celles de la projection de Pinter- 
séctîon des deux surfaces sur les plans des yz', des xz 
o«t:dès ir)'. " 

Si Pon avait ainsi trois équations entre les trois va- 
riables oc, y y Zf et que ces équations dussent subsister 
en même temps, c'est-à-dire être satisfaites par des 
Talenrs simultanées de ces variables, il faudrait encore 
employer l'élimination pour les obtenir. Ces valeurs 
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seraient donc par là complètement déterminées; et 
comme elles appartiendraient à la fois aux trois équa- 
tions ou aux trois surfaces , elles représenteraient évi- 
demment les coordonnées du points ou des points, dans 
lesquels ces surfaces se coupent. 

Tout ceci n'est que la généralisation de ce que nous 
avons remarqué plus haut relativement à la combi- 
naison des formides analytiques qui doivent avoir lieu 
simultanément. Le résultat de l'élimination donne tout 
ce qui peut être commun aux formules que l'on a 
combinées. 

80. Trouver les conditions nécessaires pour que deux 
plans soient parallèles entre eux. 

Soient 



Ax + By + Cz+Bz=zo, AV-h-B'j^+C'A+D'sco., 

les équations de ces plans; s'ilis sont parallèles , leurs 
intersections avec les plans coordonnés seront respec- 
tivement parallèles : or, en y faisant successivement 
xzi=zo, yzrzo, zc=o, pour . avoir les équations de 
ces traces, on trouve, pour lôs conditions demandées 

£=^ l^E ^'^âL • '• - 

' • •■ ■ ■ ■ ■ ..-[.... 



et Von voit que deux quelconques d'ehtrè elles* cotti- 
portent la troisième. 

Ces conditions auraient pu se déduire directement, 
et d'une manière plus élégante, de la condition troi^vée 
plus haut (n** 78),.entre les équations de deux pïans 
qui se coupent. Nous avons vii alors qu'en éliminant |i 
entre elles , on trouve i 

Cette équation, qui représente une ligné droite, appar- 
tient à l'intersection des deux plans; elle représente i* 
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|\ro}ectiou m^ le pUji dos jpj'. Si les de^x pians sont pa- 
r/aJilèileç ^ il faut que ^^e intersection n^^^iste pas ; il faut 
(Jqi^c que r^u^tipn pi>éaé(l€»te ne paisse être satisfieiite 
|iAr aijiçu^^ Taleui» de ^ et de j^. Le .seul moyen pour qu^il 
en soit ainsi , c'est de faire .disparaîtra a? et y de cette 
^q^iation; car t^t <q«e les Tariables os^y^ resteront, 
qpmjoiie elle^ sppt, touMirfait arbitraires^ et qu'elles n'y 
.i^i^trent ^qu'^U .prensiÀ^ 4egpé 9 on pourrait toujours leur 
^Ofîoei* 4e3 ya^QUlvs tefies que l'équation 6ât satisfa-He. il 
fa^t ^o;^ç r^^re.i^rs j^effîeiens nuls, ee qui donne 

AC— A'C = o, BÇ— B'C = o; 

conditions qui s'accordent en efiPet j^Yf?P CfiHç^ que 1^^^ 
avions déduites de la Géométrie. On peut voi|* pçyr.^cet 
exemple et par celui du n'^ 62, combien les coçdjtioqs 
4'indépendafice sont utiles lorsqu'on peut les introduire 

4aps les qtft^fjiftn^ géométriques 

81, Trxxuyer J^ 4?p^v4UiQM iféeiïssaiijes ^oiir qu'une 
^^qit^ çpjt pftFaVi?}^ à «A ^an- : 

Ajc -|-'Bj^ + G6 + D=;=o l'équation du plan. 

Par l'origine des coordonnées , n^^on^ une droite 
et un plan respectivement parallèles à ceux-ci j leurs 

x=:az, A.r + Bj^4-€*^^> 

Cour ^ne les conditions ^ema^dée? Aole^M: |;çn^Jw> 
iï faut que cette droitç, qui a un poinÇ dç comi^u]^ ^y^ 
le plan , coïncide avec lui dans* toute ^on kXp^x^^ : S 
faut donc que l'éauation du plan soit satisfaite , çuelle 
que seit,« , par les vateurs dé ix: et de y tirées des équa- 
tiç«f|Jefe,flWte»i?^«*i9ï*iP^«^^*f* '• 
.. . ■ ' • •■• Aér-hBft4^C='o. ' • 



£ ^ ' < 



C'est la cppditip» î3uécç«wre pour qu'une droite soit 
paraBèle à un pUn* 

On peut encore arriTCf à ce résultat par la condition 
d'indépendance. Supposons que la droite et le plan se 
rexlcontrent, les Xyjy z, pourront être regardés con^me 
€0i9iiii»QS «iKtre eux dans le point d'intersection. Pre- 
IBUAt idoBC or «t y dims i'équation de la droite pour les 
mettre dans celle du plan, et réunissant les termes en z^ 
il viendra , . — 

ç'e4 1^ Qpn^ition xiécessaire pour -qu'une droite et un 
pla?^ se coupei^t* Si l'on veut la rendre impos^Ie^ il 
faut en faire disparaître la variable arbitraire 2, en 
rendant ^on coeffiq^ent nul; ce qui donne-;^ cpmme 
ci-dessus , 

A.a 4- Bi -f- C = p. 

\ ■ ' • 

82. Trouver les conditions nécessaires pour qu'une 
droite soit perpendiculaire à un plan', et donner l'ex- 
pression de la distance du plan à un poûit quelconque 
de la perpendiculaire^ 

/ -, . î les équations de la droite ; 
y=bz^~ fi J 

Ax 4 By + Ci + D == G X!c;Ile.dM plan. 

Pour fluç les conditions demandées soient remplies, il 
g^t,U)9g^ x^fY^iàa lies protections, dé 'la- droite soient 
perpéndici^laires aux t;race^ 4h J(hxx^} ,qr.,.,e|i .^i^M^M; 
successivement: ^ == o ^ a? = o , dans f'équation qui le 
représente , on troù^ ■ - . 

Ar4-C£ + D-~o, 

équation de la 4;i;aoe i^yur le jplan éei xz , 

et Byf^^^ + D = o, 

équation de la tjracé mr Je plan des yz. 
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Ponr que ces droites soient perpendiculaires aux 
précédentes^ il faut qu'on ait (n** 5o) 

A = ûC, B = iC: 

ce sont les conditions demandées. 

Si la perpendiculaire passe par un point dont les 
coordonnées soient x\ y\ a', ses équations deyiendront 

y — y' = b{z — z'). 

Pour trouvéi* lé '|/oint où "eîîe rencontre le plan, il 
faudra combiner ces équations avec celle du plan, que, 
pour plus de. commodité, nous mettrons sous la forikë 
suivante : . • 

A(a;— x') + B(y— y) + C(z-zO + D'=o,; 

en faisant 

D'=D+ Ax'+By+Cz'; 

alors Pélimination donne t* 

"~ Aa + B^ + C* . ; :i yl. 
Aa + B^ + G' 

y y— xa+Bb+c 

A'^fa ' :. 
ou, en substituant pour a et 6 , leurs valeurs p^, r-, qui 

résultent de ce que la droite est perpendiculaire > 
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A^+BV+C 
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A*4-B*4-Ç' 
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Xf^,^,' sont les coordonnées du point d'intersection. 
Sa distance à celui dont les coordonnées sont r', /, z', 
sera (n*» bj) 

} C'est la portion de la perpendiculaire cherchée^ en la 

représentant par P, on aura 

et en remettant pour D' sa valeur, 

\/A*-f- B»+"C? 
83. Trouver l'angle de deux plans. Soient 

A'x+j/y+Cz + B' = o \ ^^ «I«^*^o°« de ces plam. 

Menons à chacun d'eux une droite perpendiculaire, 
l'angle compris entre une de ces perpendiculaires et le 
prolongement de l'autre^ sera le même que celui des 
deux plans. Or^ les équations des deux droites seront 
généralement 

X = aZ'\' Êty X = az^ »y 
y = az + fi, y=zb'z + ff. 

Pour qu'elles soient perpendiculaires aux plans, il ûiudra 
qu'on ait, comme tout à l'heure, 

A = aC; B = iC, A'=a'C', V=Va. 

L'angle de ces deux droites , ou , ce qui revient au même , 
celui des deux plans, étant désigné par Y, son cosinus 

sera (page 116) 

^^ i-^aJ+bV 
cosY = —7 - ^ ; 

ou, en mettant pour a, a\ by b\ leurs valeurs, 

AA'-h BB'+ ce 



oosV=: 



v/a*+b*+o i/A'»+B'*+C*' 



1 



i4a ^^ 9&AH. 

Les radicaux que cette exfires^ion renfermé pouvant 
être iodifierenmient affectés des gipiés -f- ou — , rendent 
son signe douteux. Mais l'ambiguité disparatt en oonâi- 
dérant que, si la Talenr numérique de cosV se trouve 
positive > elle appartiendra à l'angle dièdre des deux 
plaiis mesurés du côté où il est aigu -, tandis que si elle est 
négative , elle appartiendra au même angle mesuré du 
côté où il est obtus. D'ailleurs cette expression est indé- 
pendante de D et dfi D', parce que ces quantités , qui 
expriment les ordonnées à Foiûgtne, n'ilifluent pas sur 
l'inclinaison des plans. 

Si les deux plans sont perpendiculaires l'un à l'autre , 
on doit avoir cosV=±o5 ce qui donne 

AA'+BB'+CC'=o. 

C'est la condition pour que deux plans soient perpen- 
diculaires. 

Si l'un deâ plans donnés, le second, par exemple» 
efct le pfon i^me des xy, dont l'équation est z = 0, on 
ft«tra A'œ=o, B^=^o. Alors, en nommant V la valeur 
ipmldAHte^ V, H viendra 

Vf ^ Vj» 

±BZ ' -- " Lift — • ■ "' ' " 



V/a*+b*+g* 

C'est le cosinus de l'angle qu'ua pk«k fait avec oeiCfi 
des jcy, 

£n nommant de même V et.V" les an^s que le 
plan lait avec ceux des xz et des yz ^ on trouvera 

et ces trois cosinus auront entre eux la !*elâti^ 
R)s» V -t^ c6s»V* 4. cos* V^ = 1 , 

parce iqtÈê Us àrttgles V, V*, V^, sont les mêmes que 
ceux que formel'iit n^ét les tfois axes des abandonnées 
une ligne droite fjorpmfiolÂâré àè jAan. 



84. L'expression précédente àe cosV peut se trant* 
former comme celte de l'article Sa , page 1 15. £n effet ^ 
si Ton nomme V', V% V^ U', U", U", les angles que 
forment les deux plans proposés , avec ceux des xy , 
des xz et des yz, il est ais^ de voir que l'on a 

cos V = cos V'co6 U'+ cos V'' cos U*'+ cos Vcos U*. 

Sô. Trottrer l'angle d'une droite et d'un plan. 

Soient a: = as + «i ) , / .. i« ^ t i .. 
, X A f *®^ équations de la droite , 

A,x + By+ Cz + D = o l'équation du pla». 

L'angle que forme une droite ayeo un plan est le AèAé 
que celui de cette droite avec sa projection sur ce plan ; 
par conséquent^ si l'on mène une perpendiculaire au 
plan> l'angle qu'elle f^rà ày'ec ht di'oite proposée set'à le 
complément de Pangle cbe^cké. 

Soient ddttc 

V T a' I ^^ ^ttdtiôùs àé la ]{ïei*'pefïdiculaîl'ë ; 

on aura pour les conditions de la perp^ndicularité (n° 8a) 

L'angle qu'elle fera ^ec la droite |»ropaflée aura pour 
cosinus 

En représentant l'angle cherché par Y, ce sera la va- 
leur de sinV; mettant pour af et b' leurs valeurs > o» 
trouve 

Aa -:** Bfr 4- C 

C^ fét^^\6ti^xi s'alla de Sanglé que ^aît une droite 
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ayec un plan. Si Pon introduit les conditions nécessaires 
pour que celui-ci soit un des plans coordonnés, on 
retrouvera les mêmes valeurs que dans l'article 67 ; et , 
si l'on suppose sin Y = o , on aura , comme dans l'ar- 
ticle 81 , 

Axi -f- Bô -|- C = o 

pour la condition que le plan et la droite soient paral- 
lèles. 

Ces préliminaires suffisent pour résoudre toutes les 
questions de Géométrie relatives à la ligue droite et au 
plan. 

Dà la- discussion des Lignes courbes j et de la 
transformation des Coordonnées, 

SS. En généralisant les principes que nous venons 
d'exposer dans les chapitres précédens, on parvient à 
reconnaître , d'après l'équation d'une ligne courbe quel- 
conque^ la succession de ses points^ et la trace qu'ils 
forment sur un plan ou dans l'espace. 

Sx l'équation de lai courïte est entre deux variables j' 
et X > on résout cette é^atiôn par rapport à une d'elles. 
On sait alors quelles valeurs cette coordonnée doit avoir, 
lorsque l'autre est prise à volonté, et l'on connaît ainsi 
la suite des points que l'équation désigne. ' 

Mais , si la courbe est donnée par deux équations , 
chacune entre deux variables , c'est-à-dire si elle est 
.donnée par ses projections sur deux des plans coordonnés, 
on opérera sur chacune de ses projections suivant la 
méthode précédente , et l'on reconnaîtra les valeurs àey 
et de 2 qui répondent à chaque valeur de x ; ce qui fixera 
encore la position successive de tous les points. 

Il pourrait arriver que la courbe proposée fût donnée 
par deux équations entre les trois coordonnées j^ jOCjZ\ 
car deux équations de ce genre équivalent à deux équa- 
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lions en xy> xz ouyz^ mais alors , en éliminant succes- 
sivement une des variables entre les équations données^ 
-on retomberait dans le cas précédent. 

La supposition que nous examinons ici est celle où la 
courbe proposée ne serait, pas donïiée par les intersec- 
sections des deux surfaces cylindriques qui la projettent 
sur les deux plans coordonnés, mais par deux surfaces 
d'une autre nature, dont elle devrait aussi être l'inter- 
section. Les équations de ces deux surfaces devant avoir 
lieu simultanément, et pour les mêmes valeurs de j;, 
y , a , il suffirait de les combiner , et d'en éliminer suc- 
cessivement Xj ou y y ou z, pour avoir les projections de 
la courbe sur les plans coordonnés. 

87. On a vu par ce qui précède, que la forme et la po- 
sition d'une ligne courbe sont toujours exprimées par 
les relations analytiques qui existent entre les coordon- 
nées de ses différens' points. C'est pourquoi on a classé 
les courbes en différens ordres , d'après la forme de leurs 
équations. 

On les divise d'abord en algébriques et en trunscen" 
danteSy suivant que leur équation, rapportée à des 
coordonnées rectiii^nes , est elle-même algélnrique ou 
transcendantes 

On classe ensuite les courbes algébriques d'après le 
clegré de leur équation par rapport aux variables qui 
représentent les coordonnées. L'ordre de la courbe est 
marqué par l'exposant de ce degré. 

Par exemple , la ligne droite dont nous nous sommes 
occupés, est du premier ordre, parce que son équation 
est du premier degré relativement* aux variables x eiy. 

Classer ainsi une ligne courbe et déternoiner sa posi- 
tion , sa nature et sa forme., d'après sont équation, c'est 
ce qu'on appelle la discuter. 

88. Cette recberche peut, être presque toujours ren- 
due plus facile par des transformations analytiques qui 

7* Edit. 10 
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aûiif)lifieirt le» équations, ^ faisant éranottir quel 
qae»-«iii de leurs termes; prépstratien qui les met en 
état d'être discutées plus aisénaent. 

Représentée^ par là Géométrie, ces transfomations 
Terienn^rt à placer la courbe , par rapport aux. axâ» des 
ooov^nnées, de la niaAi^é la plus faïKMrable pour de- 
▼inep les Sinuosités de son cours» Par exemple , si une 
oirconféresice de cercle est placée d'wie manière qnel- 
einM^ae par rapp^rl à oe$ axes > l'éqofflion qui liev» les 
absdsses «t les ordonnél^ de «es dtfférens points , ne 
peut paa èiUfe au^i !siQq)k^'eU& le^entit $i fe. centre 
^ eeti» diroonËérenuoe était plaieé à l'origine même des 
coordonnées-, car,' dans œ eas, la ^ftuebe :serait symé* 
triavâe paix rappdrtà ckaeun de» axes, et il suffirait de 
suivre son C0urs datB3 un àes (|uadrans, pour le cte 
naître dans le$ larois autres* Or, on confcnt que cette 
sHoplificatio» mettrait plus facilement h déeouîrert la 
formede la «ourbé^sa marobe, ses propciéfeés. 

Les méthodes dont il faut faire usage pour arriver à 
ces simplifications., doivent donc ae réduire k dbanger 
la position^de l'originel la dife(4ion>des.aauQa>des «dot-* 
données, pottr les placier de numièjne qu'en f rappor- 
tant l'équation proposée , elle se réduise à la ferme ia 
plu» simple que comporte l'espibte de la c^adje qu'elle 
représente. Il suffit de recocpaître ensuite la position 
des nou?rca«i Axes par rapport awx aneiâns; ^pour con- 
naître quelle était •ortf^naircimejat la position de la 
courbe par .rafiport à eux. 

On peut encore , et do la m&me ^mainère, rapporter 
les courbes à des cooidonnées qui nescdenï pas iteot^i- 
gulaires : <}eA rinsi, quoique pour rim but différent, 
que nous v^àns formé Féquatioâ de k droite., daiis 

le n® 42. 

89. Quand on. vent paâwr ainsi d'un système de coor- 
données ik ito autre, oç ^ dierche , pour un ,point qnel- 
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conque, les yaleurs des anciennes coordonnées en fonc- 
tion des nouyelles : en substituant ces .yaleurs dans 

• * .... ., • 

l'écpation proposée^ elle appartient toujours aux mêmes 
p9ints de 1 espace j ma^s ces points s'y trçuvent rapportés 
aux nouveaux axes. Par conséquent , le^ propriétés de ](a 
courbe restent toujours les mêmes , et il n|y. a, de çhan- 
gem.ent que daps la marmere dp^t elles sont exprimées- 
QÇ). Ces relçitions dés nouvelles CQordonnées avec les 
a^çbcienneç sont bien fac^es à établir , lorsqu'on ne veut 
que transporter Vo^iginç dès.coordonnéps, sans çbanger 
la direction des axes^ et nous en avons déjà vu des exem- 
ples dans ce qui précède. 1^ eSeA^ soiept A' (fig. a5) la nou« 
velle origine ; et A^', A^^, les nouveaux axes auxquels 
on veut rapporter les points du pian qui étaient pré- 
cédemnient rapportés aux axes paraimes AS., AY, et 
àlfoHgine A.SiPonprend un point quelconque M situé 
dlans Tangle X'A'T*, on aura 

4P=:AB + ÇP, Pft[;5r?P'+FM==VB + P'M[. 

AB et A'B doivent être donnés; ce sont les coordonnées 
de la nouvelle origine, et elles expriment sa position 

pff rappprt aipi ançici;i$ ^x.çs, §i do^C, Q,n f^it. 

AB = a, A'B=é, <ju'on repi^é^ente par oç^y, les a.n- 
ciennes coordonnées^ et par x,y'y Içs noui^elles; prises 
dans le même senst on dura 

Pour que cçs éqf^i;t^^s sVbsiSktep;t e^^^çpre par rap- 
port 4UX points sitiiij^ çUïi^ l'aijglp Y%^x\ il fout g\ie 
l'on y suppose x' n^gatjjf; çair, J^^m W «uelççwque jje 
cç^pointf , tels quç jfi^ oi^ ^ 

Ap = AB— .A<JP^, ou x=a — A><; 

et il faut alors retrf^piÇ^gr 1^ np^vsç% 9>s(?is^ ^ç a, ^n 
lieu de l'ajouter à cet};e quantité. Il en sera de même 

10.. 
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des y i lorsqu'ils appartiendront à des points situés du 

côté de l'axe des X' opposé aux j^' positifs : c'est ce que 

nous ayons suffisamment déyeToppé dans l'art 55. 

Nous venons de supposer que la nouvelle origine A' 

était située dans l'angle YAX, et qu'ainsi ses coordonnées 

aç^.hy relatives aux anciens axes, étaient positives. Si 

nous, voulons placer cette origine en El dans l'angle 

xKyy et prendre toujours les nouvelles coordonnées 

xf eiy dans le même sens , il suffira de changer les 

signes de a et de 6 dans les formules précédentes , et 

l'on aura 

x = a/ — û, j^=y— 6, 

ainsi qu'on peut le trouver directement, en partant de 
leur position actuelle. 

Ces considérations sont conformes aux principes que 
nous avons établis précédemment dans les n°* 55, 56 
et 57. Elles se réduisent à cette rëgle générale, que lors- 
qti'on passe d'un système de coordonnées à un autre 
parallèle, au moyen des équations 

il faut regarder la variation de signe de chaque espèce 
de coordonnées comme répondant aux changemens de 
position autour de l'origine qui lui est relative; et les 
quantités a et &, qui sont les coordonnées d'une des 
origines par rapport à l'autre, peuvent être rapportées 
à celui des deux systèmes qu^on voudra. 

C'est en considérant la position de la nouvelle ori- 
gine par rapport à l'ancienne , que nous avons obtenu 
les équations précédentes. Réciproquement, ces équa- 
tions étant données, on pourrait en déduire la position 
d'un quelconque des deux systèmes par rapport k l'autre \ 
car, en y faisant, par exemple, a/ = o, ce qui est le 
caractère de Taxe des y', on aurait 

arrs + a; 
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ce qui , en supposant a et b positifs y signifie que l'axe 
des y' y auquel cette équation appartient , est situé du 
côté des X positifs y et à uno- distance a de leur origine. 
De même; en faisant y'=:o, ce qui est le caractère 
de l'axe des x\ on aurait y relativement à cet 9xe , 

c'est-ànlire qu'il est situé du côté des^ positifs , à une 
distance b de leur origine. En faisant , au contraire , 
X =o , ouy = o , on trouverait j;'=;.— a, ou^ = — b , 
qui seraient les équations des axes des y et éles' x par 
rapport a l'origine desy^ et des x'. ^ ^ **" 

Ge que nous venons de dire a lîeu^ quel que. soit 
l'angle formé par les axes des. coordonnées ; et nous ^ en 
conclurons que^ pour passer d'un système quelconque 
de coordonnées planes > à. un autre, parallèle au. pré- 
cédent ^ il suffît de faire. 

jEr=a-f-aJ% y-zrsb + y'y 

b et. a étant les coordonnées d^une des origines par rap- 
port à l'autre. £n substituant ces valeurs dans une équa- 
tion quelconque entre a; et y> elle se trouvera rapportée 
aux nouvelles coordonnées x', é^y. 

91. Passons maintenant au cas où l'on fait varier la 
direction des axes et l'angle qu'ils forment entre eux ; 
mais, pour plus de simplicité, supposons d'abord que 
l'origine ne varie pas, et qu'elle soit commithe aux deux 
systèmes de coordonnées. 

Soient donc AY, AX, deux axes des, y et dès x 
( fig. a6 ) , que nous prendrons d'abord rectangulaires. 

Soient AY', AX', deux autres axes qui. font entre 
eux un angle quelconque; on demande de passer du 
premier système de coordonnées au second. 

D'un point quelconque M , menons les droites M P, MF, 
respectivement parallèles aux axesdes^ et desj^'; on aura 

AP == X , ipM =:y^ AP' t=z x'; * P'M =/. 
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Aikùty dé 'plus y que la position des nouyeaux aies 
soit donnée pài rapport aux anciens. 

Soient donc Fangle X'Xi= a, Fàrigle TAX = ct\ 

il sVgit de ' déterminer a: et y en fonction de a/, 
de y', et' des quantités connues a et et'. 

Cette détermination est extrêmement facile. En effet , 
par le .point P', mehez FQ, FR, respectivement pa- 
rallèles aux anciens axes des x et des^, tous aurez 

*rr,5=,AF=AR+y(3i, >=MP = MQ + FR. 

Or, lés ligito AR, FR, MQ,FQ, sont les tôtés des 
triangles rectangles AFR,'FMQ, 'qui ont x'yy' pour 
hypoténuses-, -et 'dans 'l6s<:tu^ on connaît les angles 
FÂ'R égal à<&; A£P'Q égal à et^ Avec ces données, on 
peut oalcuter ies T&lenrs 'de ces côtés en fonction des 
hypoténuses; et, en les substituant dans les seconds 
membres des 'expressions précédentes ,^ il yient 

à; iii=a/ cos «e -^-y dus i', ^==^oc' sin * +y sin V.' 

Telles sont les relatioiis qu'ont entre elles les coordon- 
nées dans les deux ^sternes que nous considérons. 

^12. Si Poli voulait passer dès coordonnées x' et y' aux 
- coordonnées x et 'y, il suffirait de déduire les râleurs 
de dcf- et y' des équations' précédentes. Or, en multipliant 
'la tpremiëre par ^iti «', et en retranchant la seconde 
multipliée par cos et\ on aura af-j opérant d'une ma- 
nière analogue par 'rapport à'«, on auray'^^ : ces ya- 
leuFs «seront. 

, x sin'ct''-^ côs fifc' , V cbs «c -^ ir sin * 
sm (a — ce) ' -^ sin \a — et) 

^Oir aurait pUfpartenir directement -à ces résultats par 
les considératÎQns tifigonométriqaés.'En i^et y dwpoint P, 
fig. 37, niienez PQ^> PR>, respectivement parallèles aux 
nouveaux axes des xf et *àe&y, et prolongez MF jusqu'à 
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ia rencontre avec la pt^emiài^ de ces droHe» : tous aurez 

Or, les lignes Ail'/ PR'> MQ', PQ', sont l^pôtés dfs 
triangles APR', PMQ', dans lesquels AP est x , CM , jf, çt 
qui ont en outre les angles PAR' == oc , APR'^^^iSo**-* «', 
PMQ'=: 90*^ — a, MPQ'= 90* -^ a ; par conséquent; 
FR'A = PQTtf :;3: X'AY'= «' — €1. On peut donc, aU 
moyen de i:es. ongles, calculer les côtés dont il s'agit en 
fimetion de x -et de 3^ «euls; api^ës quoi ^ en les 'Substi- 
tuant dans les^eipressiom précédentes, on ârouve pour 
x' et y les mêmes valeurs que l'éUmio^^tion no^s jav»it 
données. 
Les formules 

se ::^ sc'jco&ûL -rf- y eos <«', y^z^ià' s\n « +y sttt«^ 

et ceUes-«i, qui s'en déduisent, 

, xsin^e'' — vcosa' , v cos a -<^;>; sin at 

X :z^ .' I 'i M . III- | i r , 11 III y ES Su ■ ji ii L Y ■ i l ij. > 

sin(a — *) "^ smr(«t'-—- «t) 

suffisent pour passer d'un système de ooordomiées r^- 
tangulaires x et y à un isystëme de cpordoiiu4^ ol^U* 
ques x' et y, et récifuroquement, l'orfgine restant la 
méme^pour les dieux «^sternes. 

gS.Si les nouveaux axes des x^ et des y' devaieint 4tre 
aussi rectaogùlaites ecHomelesprécédens , on aurait 

et' -*• «6^5:90**; oonaécpiemment , «'?=9o^*t-*; 

et T^ar suite 

sin («' — ei)=z 1.J MU a' =: oos *; cpsct' ==.— siu |fc. 

.£n .ÂuJbstituaiit «ces valnurs, ries r ekM^os .des «oordon^ 
nées deidesdrmefft 

X = x' cos a — J'' sin «ê , yz=zx' sin ct+y' cos «. 

Ce sout les formules nécessaires pour passer d'un sys- 
tème de coordonnées rectangulaires à un autre aussi 
reetangulaîve/'lWigiiie restant 4a itfème; et il est facile 
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de le Yérifier â posteriori^ en appliquant à ce cas par- 
ticulier les considérations générales dont nous avons 
fait précédemment usagç. En effet , la construction de 
la fig. !26 étant employée ici, deyient telle que la re- 
présente la fig. 28 , et donne 

a: = AP = AR — FQ, jr rsMP^MQ + FR, 

et', en substituant aux lignes AH, FR, MQ, FQ, leurs 

valeurs ena/ y', déduites des deux triangles rectangles 

AFR, MFQ, desquels on connaît les angles, il vient 

a: = a/cosflfc — ysinat, jf = a/ siil * + y' cos et , 

comme nous l'avions conclu de la formule générale en 
y faisant et' = 90° + ae. Cette valeur de a, surpassant 90®, 
fait tomber la nouvelle ordonnée MF à droite de l'an- 
cienne ordonnée MP, au lieu qu'elle tombait à gaucbe 
dans la fig. 26 , oii l'on avait représenté l'angle Y'AX' 
comme aigu ; d'où il suit que , dans la supposition de la 
fig. 28, P'Q doit être soustrait de AR pour former x , 
au lieu qu'il devait lui être ajouté dans la fig. 27. Tou- 
tefois on vient de voir que les expressions de x^ y, 
déduites de cette première construction , peuvent être 
considérées comme générales, et employées ainsi dans 
tous les cas possibles, pourvu que l'on y donne aux 
angles et, et' y les valeurs particulières qu'on veut leur 
attribuer; parce qu'alors le seul jeu des signes positifs 
ou négatifs que les sinus et cosinus prennent selon Ips 
valeurs de ces angles , rétablit les résultats précisément 
tels qu'ils auraient été si l'on eût fait immédiatement 
la construction sur les valeurs assignées aux angles. 

94. Si l'on forme les carrés des dernières expressions 
obtenues pour x, y, et qu'on les ajoute ensemble, on 

trouvera 

jr^ + y^irra/^ + y'*. 

En effet, les nouveaux axes étant rectangulaires 
çomnie les anciens, \/x*^ +y* exprime la distance 
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d'un point quelconque à l'origine des coordonnée^; et, 

^ x^ + y^ exprimant aussi la même distance à la même 
origine, ces deux valeurs doivent être égales. 

95. On peut 9 au moyen de ce qui précède, passer 
d'un système de coordonnées obliques à un autre sys- 
tème de coordonnées obliques ( fig. 29). En effet, soient 
AX', AT', les axes des x' et'des j^' j AX', AY", les nou- 
veaux axes, dont les coordonnées seront o^", y", Q>n- 
cevons, par la même origine, un troisième système 
d'axes AX, AT, rectangulaires entre eux, et dont les 
coordonnées seront x etj^. Nommons «t, et',/?, /S', les an- 
gles des a/, des y, des x" et des^, avec l'axe AX; nous 
aurons pour un même point, dont les coordonnées se- 
ront 07 et y par rapport au système rectangulaire , 

a: = a?' cos tt^y' cos ce', jr = j/ sin* +y sin a'. 
x'=^x'* cos iS-f-^ cos /S', yz=z x* sin jS+j^'' sin §(. 

En éliminant x eXy entre ces équations, on aura celles 
qui déterminent les relations des coordonnées xf ety 
avec les ac* eXy", et qui sont 

j/ cos tf -|-y cos af = x" cos j6 +y cos j^'. 
a;' sin et -f-y sin af = x" sin jS +y sin jS'. 

Si l'on multiplie la première par sin 4, et qu'on la 
retranche de la seconde multipliée par cos et , on aura y' ; 
en opérant d'une manière analogue , avec les facteurs 
sin fit' et cos «t', on aura x' : on trouvera ainsi 

, __ x" sin (fit'— g) 4-y sin {et'— ff) 

sm (fit — fit) 
, xUm{fi — ct ) -f-y' sin jff—^) 

y . , , / V • 

^ sm (fit — fit) 

Or, on a 

*' — |2 = Y'AX", fit'— /3' = Y'Ar, 
g — fic=:X'AX% /r— ct = X'AY", fit'— tf = T'AX'. 
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Il ii'«tltjhô donc iêtté les éxprés»ioti8 préoédeortes gue les 
angles formés par les axes des^ et des x' entre eut , 
et ayec les nouyeaux Kix.es àJi", Ay ; et tout ^ee qui 
était Tekiif au ajstème l*eatangulake xfoA noli6 mons 
^Qtroduii a disparub Alors y pour mettre en éridenoe oes 
seules dénnéés, 'désormais ÛMUspensables^ nommeos 6 
l'ai^Ie YàX, iMidinàtsen mutudkâesdeul âxes des x' 
«t dfesy. Désigoans pair ^^ y\ les angles X'AX", X'AT', 
^«^ l'axe deft a?" et celui des^" forment avec Taxe-iks d ; 
désignons de même par t , é'> les angles Y'AX", Y'À.T'; 
que les mSiùe^ axes lonnent a tac celui des y« £a aub- 
stitoaMt ces élémens dams les équations préeédenles , 
dles deyiendront] 

'^~ sine ' -y "" ^;ï1 • 

Ces ibrhittles serviront ii passer d'un «j^stème dé ooor- 
données obliques à un autre système de coordonnées 
obliques \ Torigine étant la méme.pour tous déux^ -Si l'on 
supposait les axes des od et des j/ ^pei^pendioulaires 
entre eux^ on aurait 

par conséquent 9 

éînfrtsi-^ ^ïiii±t=^6bs">, =sin l' r^ K50» y j 
et VctùL retonâjéfait sut të^s *èquîrtiotts que nous avons 
Hêjà ti*otiVé)es y 'pôut fiass^r ^un i^stènre de coordi>nnées 
rectangulsiitës itiù i$}^ëkkie de tMiotdbnnées obliques. 

96. Noius ^dns vu préeéd^nment que^ pour passer 
d'un système de coordonnées a: et j^ à un autre système 
de coordonnées x',^y., parallèles aux premières , il faut 
faire 

a et & étant les coordonnées de la nouvelle origine par 
rapport au premier système. Si l'on fait ensuite varier 
fe^lfrcctiomles axeè 4irtour de cette irottv Aie origine, 
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on àtirà thlsitigé à \^ Ms tt la position de Por^ne des 
c<>ordbtiïiiéfes et îà dîVëcrtdn dès àx'éS. Il suffit dtoc d'à- 
jôftttet , ddtîs les jfottftûïés précédentes , atik valeors des 
cooi'domrées èeïles dé la ïtôuvelle origine, pônr aVôir 
les forïnuleâ générâtes de fca tf'ansfoi^matidn des coor- 
domïée*r.<3oinme éttés sont d'un fréquètit usage, je les 
ai réunies dàrils le 'tàtteku stiiTàtit. 

1*. Pour passer d'un système de coordonnées ï'ectan- 
gtïlaii^es x,y, à tfh •^stè'me âè coordonnées obliqué^ a?',y', 

xp=:a+x' C08 et +y cos fit', y'= b + x'sin * +!/ sîn a\ 

2^, Pour pa^er d^un^ystème^coûr^omiées Cliques 
x',y% k un système de ûoordmiàées rectangulaires a?, y, 

/ __ (j? — g) s?m tf^ -^ (y -^^ dos «' 
sin ^(a' -i^ a) ' 

•^ . sin (V — ce) 

3®. Pour .'passer d'un syàtëine ic oooWkmnées ««c- 
tangùlaires x., y^ à tin systëtne de v^dwinéeé mmi 
rectangdiaipôs a;',y, 

x = a+afc6sk—félh'et, y=i'i + 2i:^siil«t^^yc6stt. 
Jy^tts ces équations, a, a' stfnt ïés angles fles àxés des 
d?'et desy avec i'axé dés x^; a et 6 sôtit ïës éoôtdbn- 
nées de la tlouvéHe ôHgîùfeJ^àir rapport au sy^èine i^ëc- 
taniguiaîi^e. 

4^ Pour {kkssër dNm syétètoè Se édorddnnéés èfcïlques 
x,y,hxùi autre systè^më âè côdrddniîêès obliques ài/,f, 

sinô ' •y-' ^ sinô 

y> y%^ sont les angles que les eâLes des x' €it des^ >font 
avec Taxe des a; ; t , /, les wgles qu'ils font aveb Taxe 
des y j a et a' les coordonnées de la nouvelle origine 
par rapport aia axes obliques des x et des y, qui for- 
ment entre eux un angle -B. 
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1 5S TRANSFORMATION 

97. En généralisant les considérations que nous ve- 
nons d'exposer ; on trouvera facilement les formules 
nécessaires pour effectuer la transformation des coor- 
données en trois dimensions ou dans l'espace*, car il 
suffit encore^ dans ce cas^ de trouver les expressions des 
anciennes coordonnées en fonction des nouvelles^ ou 
réciproquement; et Fon peut y parvenir par les mêmes 
méthodes. D'abord, ces relations n'ont aucune difficulté 
lorsqu'on se propose seulement de transporter l'origine, 
en laissant les axes parallèles à eux-méqies. Alors, en 
nommant a, À, c, les coordonnées de la nouvelle ori- 
gine par rapport k l'ancienne, et désignant par x' ,y, a', 
les nouvelles coordonnées qui étaient précédemment re- 
présentées par a:,, y, s , on aura 

formules dans lesquelles il faut regarder les variations 
de signe de chaque espèce de coordonnées comme ré- 
pondant aux changemens de position autour de l'ori- 
gine qui. lui est relative. Ces considérations sont Con- 
formes à celles de l'art. 90, et l'on en déduira de même 
les positions respectives des deux origines. 

Maintenant , si nous voulons changer la direction des 
axes, la recherche des anciennes coordonnées en fonc- 
tion des nouvelles et réciproquement sera encore un 
problème de Trigonométrie. Mais l'introduction des 
trois dimensions de l'espace complique nécessairement 
les constructions dont il faut faire usage. Heureuse- 
ment, à l'aide d'un artifice ingénieux d'analyse, on 
peut éluder ces difficultés, et faire le calcul d'une ma- 
nière élégante et facile, qui n'exige aucune construction. 

Cet artifice consiste à prévoir d'avance la forme des 
relations qui doivent exister entre les anciennes et les 
nouvelles coordonnées. Car on peut prouver, en général , 
que, lorsqu'on passe d'un système quelconque de coor- 
données à un autre , les anciennes coordonnées doivent 
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toujours être une fonction linéaire des nouyelles^ et 
réciproquement. 

Gette proposition se trouve d'abord vérifiée pour les 
systèmes de coordonnées planes , puisque les relations 
que nous avons obtenues dans ce cas parles considérationts 
trigonométriques , se sont en effet trouvées' linéaires. 
Mais, pour montrer que cela doit être encore ainsi dans 
le' cas de trois dimensions y concevons généralement les 
valeurs de x^y, z, exprimées par des fonctions quel- 
conques de x% Y y %\ que nous désignerons par ç^^Ty^y 
en sorte qu'on ait 

Si l'on substitue ces valeurs dans l'équation du plan 
qui est toujours de la forme . . . , 

Ax -H By -H Ca + D = 6 , 

lorsque les coordonnées x^yy z, sont dirigées d'une 
manière quelconque , elle deviendra * 

Or , nous avons vu , n** 72 , que Féquatîon du plan restfe 
toujours du premier degré , quelle que soit lar direction 
des axes rectilignes auxquels on la rapporte/ Il fatidra 
donc que l'équation précédente se réduise d'elle-même 
a une étpré^sion de cette forme 

AV + By + CV + D' = o, ' 

dans laquelle A^.B', (^)J^'» seront des. poeffici^ns qui ne 
contiendront ni x-y ni y', ni z'j mais seulement les 
constantes primitives A , B , G , D , ainsi que les angles 
et les distances qui déterminent les positions rela- 
tives des deux systèmes. En outre , il faudra que 
cette réduction s'opère toujours, quelles'que soient les 
valeurs des coéffîciens- primitifs A , B', Ci et sans qu^al*<^n 
résulta tatPe eux aiieuiifef condition queleonque. Diaprés 
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oeja y U ^t évident que la rédi^stîon devr^ nécessaires 
ment exister dans les fonctions ç,t,^ eUes-mém/es ; 
Qwr &'il ei|i éM^it autrçip.e^t , les ternies de p, , qni «p^t 
qwlUpUés par A> ne pourraient pas. faire ddq^^ajkrcî 
euk généruJ Iqs termes de ?r pu dje ^^ qui sont mujltiplj^s 
par B ou C, Tou^ de^f uctign.ffiutuene^ çntrecçs termes 
étanj: impossible, \ea pi^i^sanjces,de x',y-, Zt', sup^érieure* 
à \à prefnière} resteraient néc6S3aiU*çini9nt d^s l'équa- 
tipM transformée ^. si elles e^t^i^nt dans les, jfo^tiom 
ç^, «^4'> ces fonctions $e trouvent donc limi^éef par Ja 
condition que les nouvelles coordonné^ a/, y\ f ', n,'y 
existent qu'à la première puissance; et par consé- 
quent 9 la forme la plus générale qu'on puisse leur sup- 
poser ^ sera 

z = c + px' +py +p"z% 

les coeffîciens des variables x', y\ z'^ étant des con- 
stantes inconnues qu'il s'agit de déterminer. Or, puisque 
ce sont de^ constantes > leurs Valeurs resteront toujours 

le» mtoif^^ qv^U que sioiept a?', y, aVp» pourrai 4?»^> 
pour sj^{ilij&5r h p4p^? dqi^ner &^f jco^jçivçment. tfijl^ 
;vafewrs qw9.l:<>^ ^o;«d^^ à ce^ variahjçs; et leg yaleup 
deéi^oeffipien^ délkefnané^ sur ces ca& particulier? ^ ser- ' 
virent ensuite également pour tqi^s )e^autrfi£i,Qas quel- 
conques. Cberchons donc à effectuer ^insi ces déter- 
minations. 

D'abord , si Tbn fait a?' = o, y çx o ^ a' = p , ce qoî 
est le caractère de la nouvelle origine, il vient 

* * 

• x:==^a^ y = bf zz=zc. 

u^hj.c^ sont donc les çftordçwWÇf d^ icc^tç orig^i^, 
par rapport à l'ànoi^emie ; tv^»^ I^ $ypBV)l9fvp^ n^Upf > 
pdnr pluadâ çlv^plipîtéi c^ qm r^vi|?f4 V ^WS^ h 
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«uite de les ajouter aa^ résultats^ |Miœ transpdrla' le 
nouveau système d'axes parallèlement à lui-même. Par 
cette supposition^ les formules préc^entes deviennent 

X = mx' + m'y' + m V, 

zz=zpx' +py +p"z', 

Im «oaistanttes qu^eUos renferment se déterminent 
iM^Uemant par des suppositions particulières. Considé- 
V9I1S, par exem^, les points sitMéss^r l'ax« des a/, les 
équations de cet axe seront 



y = o, z' = o. 



On aura donc, pour les points qui y sont situés 

x = mx', (y?=z7ix', asppx'. ■ 

Soient AX' cet axe, »f un «juelconque de ses" poinU 
(%3o)v #t aupposems, fimir plus de sMhpHcité, que 
k» a»«neB6 asfis AX, Aï, AZ, soient rectangulaires • 
alors AM mi» ?f, MM' «aa «, et le triangle f AMUf 
donnera ' 

# = a/cwAMM'. 

L'angle AMaf est «lui que ferme lenottrol axe des x 
axeei'^np,fin a^ç dfi? j,:p.omh ,4é««»e«m^ par Z. Si 
aous im>mm ;PWJ.Uw«*t X, Y, les Moles formé, 
p^ ce mêw .^ AX' wpp les ^w 4X, Aï, no«« a«, 
r(^,j?anrle8jpoi?4s qj;dy,,tiBt aitu&, 

«PŒa^cosX, y = x'cosT, 's = a;'çosZ. ' 
Cei;^«l.tet4éteiwwe,R,,7u.,^„.St4o«e, . 
^ «c=cas-X, « = cosT, p — cçsZ. 

1 axe des )^ , fl«ntlie^ éqijiatîong sMit 
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l6o TRANS^AMATION 

on aura, rdativement à ces points ^ 

X z=i m'y', y = n'y\ z = p'y\ 

Ainsi y en désignant par X', Y', 11 y les angles que forme 
cet axe avec ceux des ^^y y ^, on aura 

m' = cos X', n = cos Y', p^ = cos Z'. 

Enfin la considération des points situés sur Taxe des z' 
déterminera les constantes m", n*, p"\ et en nommant 
X", Y", Vy les angles que forme cet axe avec ceux des 
X, y, Zy on aura 

mT = cos X^ n" = éos Y"; p" = cos Z" ; 

d'où Ton tire pour x^y , z, t 

x'zz.x cos X + J'' cos X' + tI cos X", 
y =x'cosY+y cosY' + z'cosY", (i) 

z =x'cosZ +y cosZ' 4:2' cosZ"- 

Il faudra joindre à ces valeurs les équations de condi- 
tion qui ont lieu entre les trois angles que fait J une 
ligne droite avec les trois axes, et qui sont (n** 5/ ) 

cos=* X + cos* Y + cos* Z =1, 

cos* X' + cos* T + cos*.Z' = 1 , (2) 

cos*X" + cos*Y"+cos*Z'' = i. • 

Ces formules suffisent pour transformer les coordon- 
nées, lorsque les angles des nouveaux axes entre eux 
doivent être quelconques \ mais* si ces angles sont don- 
nés, il en résultera de nouvelles conditions entré les 
angles X, Y, Z, X'... , et il faudra les joindre aux équa- 
tions précédentes. 

En efifet , si Ton nomme V l'angle que forment les x' 
avec les / , U Tangle des / avec Içs z', et W l'angle 
des z' avec les x', On aura, par le n® 62 , 

cos V = cosX cosX' +cosY cosY' -fr-cosZ cosZ', 
cosU =cosX'oosX''+cosTcosY"+«>sZ'cosZ", (3) 
cos W = coaX co8X''+co8Y oôsY''+cosZ'co8Z'' \ 



DES COORDONNEES. l6l 

et ces équations étant jointes aux formules (i) et (a), 
suffiront y dans tous les cas 9 pour établir les conditions 
relatives aux noui^eaux axes, en supposant les anciens 
rectangulaires. 

98. Si, par exemple, on Teut que le nouTeau système 
soit pareillement rectangulaire, on aura 

cosV=:o, cosU = o, cosW=o; 

et les seconds membres des équations (5) seront nuls : 
alors, en ajoutant les carrés de x,^, 2, on trouve 

Cette condition doit être en' effet remplie, lorsque 
les deux systèmes de coordonnées sont rectangulaires 
et ont la même origine , parce qu^alors la sonime des 
carrés des trois coordonnées représente, dans Pun et 
dans l'autre, le carré de la distance de cette origine 
commune au point que l'on considère. 

99. On peut aussi changer la direction de deux axes 
seulement; en conservant le troisième. Suppo^ns , par 
exemple, que Taxe qui reste soit l'axe des », et que les 
deux autres coordonnées , faisant entre elles un angle V, 
doivent toujours lui être perpendiculaires; on aura, 
d'après ces conditions, 

oosU=o, cosW=o, 

cosX'' = o, cosY*=o, cosZ^=i; 

valeurs qui, substituées dans les équations (5) , donnent 

cos Z'= o , cos Z == o ; 

c'est-à-dire que les axes des x' et des y' sont dans le plan 
des oy; de là et des équations (a) il résulte 

cos T = sîn X , cos Y' = sin X' ; ' 

< 

et les valeurs de .r , y , deviennent 

a:=a/co8X+y'cosX', y = a:^sinX +y sinX', 
7* EdiU 11 
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qui sont précisément celles que l'on a trouvées dans 
Fart. 91 , po«u^ passer d'un système d'axes rectangu** 
laires x tky ^ un syst^e quelconque situé dans le 
même plan. 

Des Coordonnées polaires. 

100. Les coordonnées rectilignes ne sont pas les 
seules par lesquelles on puisse définir ànalytiquement 
les positions rdlatÎTCS des points de l'espace. On peut 
employer à cet usage tous systèmes de lignes droites 
ou courbes dont la construction suffit pour déternainer 
complètement ces positions. 

Par exemple, si tous les points que l'on considère 
sont compris dans un même plan, on pourra (fig. 3i) 
prendre pour coordonnées la distance AM de ces points 
k un point Bxe A compris daps le plan, et l'angle MAX 
formé par cette distance avec une ligne aussi menée 
dans le plan. En effet ^lorsque l'angle MAX sera donnée 
on connaîtra la direction de la ligne AM sur laquelle le 
point désigné se trouve; et si, de plus, on connaît AM, 
t>n aura la situation précise de ce point, et l'on pourra 
le construire. Ce mode de détermination, par un angle 
et une distance variables , constitue ce que l'on appelle 
un système de coordonnées polaires. La distance AM 
se nomme le rayon vecteur^ et le point A , d'où elle se 
compte , prend^ nom de pâ/e. 

Quand on coimait l'équation d'une ligne opurbe,^r?ip 
portée à des coordonnées rectilignes, il est bien aisé 
de la transformer en coordonnées polaires; car, pour 
eda, OGRBinédans tofus les laiitres^cas de tr^xisfûrmalîo», 
il suJ£t de ^^taminer les nraleprs d«s ancieiines coor- 
données eu'ioiictio& -de$ nouvelles, et de le^ substituer 
dans l'équation proposée. 

G>ncevons, par exemple, que les anciennes coordon- 

nieivoknt rapportées ides axes vectiMBguk^>^^ ^^ ^^' 



fg. 5^} en sorte que, pour un point quelconque M^ 
situé dans le plan de ces axes^ ÂP^ soit ai, iM,y. 
Supposons qu'à ce système on veuille substituer un sys- 
tème polaire , dont les coordonnées soient la distance 
A'M, comptée du pôle A', et l'angle formé par <^Ue 
distance avec l'axe AX. Il faudra que la position du 
p61e A' soit connue, par rapport aux anciens axes : re- 
présentons son abscisse AB par a^ son ordcmnét A'^B 
par 6. Maintenant, du même pôle, menons A'X' par- 
rallèle à l'axe des xj et, désignant l'angle MA'X' pu* v, 
le rayon vecteur A'M par r^ nous aurons évidemment 

AP = AB + A'Q, PM = A'B+MQ. 

Mettant donc pour AP, PM, AB, A'B les lettres qui les 
désignent, et remplaçant A'Q, MQ par leurs expres- 
sions tirées du triangle rectangle MA'Q, il vient 

ce sont les relations demandées. 

Si le pôle A' coïncide avec Forîgine A elïe*-mème 
(fig.Si), a et 6 seront nuls, et l'on aura sim^ement 

X = r cos V , ^ = r sin V. j 

relations dont la démonstration est évidente, 

Si la ligue A'X', à partir de laquelle les angl^ v se 
comptent (fig. 3â), ue devait pas être parallèle à l'a;ncjeu, 
axe des x, mais former av^c^u^L un angle dpnné ^ (^£g. 33},, 
la transforma|:ion serait égalçipent facile. EpLefGçt, pas 
le pôlfi A', menez A'X" parallèle à l's^q.çle^ ;f ^ Alor^ 
l'angle MA'X' ser^» v-|-«çj et, en consi^^r<E|nt.le$ coor- 
doQi]^ées MP, AP, menées, d'un pomt quejiçqnq^ M ajUi; 
anciensvai^es, o;i aura, comujie toui: à l'heure, 

ABî=» AB + A'Q, PM = A'B + MQ, 

ou en substituaut les expreissions algébriques 

^,=ff +r qos (v + «),,. 4^ =^i + r^m^iy + -^)- 

il.. 
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Ici > il y a une remarque importante à faire : l'objet 
général de tout système de coordonnées, c'est d'expri- 
mer analytiquement la position d'un point quelconque 
de l'espace, et de comprendre dans une même formule 
les positions relatives de tous ces points. Cette dernière 
condition détermine la loi des -variations de signe qu'il 
faut attribuer aux. diverses coordonnées ^ selon les par- 
ties de l'espace où se trouvent les points qu'elles doivent 
définir. Dans les systèmes précédens, par exemple^ 
supposons que l'on compte les angles i^ , depuis zéro 
jusqu'à la circonférence entière. Alors ^ ce mode de 
variation suffira pour porter le rayon vecteur dans 
toute3 les directions possibles autour du pôle A' •, et, sur 
chaque direction, la position du point M ne dépendra 
plus que de la longueur du rayon vecteur r, laquelle 
pourra varier depuis zéro jusqu'à Tinlini. Aussi, en 
introduisant les seules valeurs des angles v dans les 
expressions de x et de^ obtenues tout à l'heure, les seuls, 
changemens de signe des lignes trigonométriques se 
trouvent si^ffîsans pour porter les valeurs de ces coor- 
données dans tous les quadrans, et embrasser, ainsi 
toutes les positions possibles des points situés daus ce 
plan. On voit clairement , par cette discussion , qu'en 
adoptant pour les angles v , le mode de variabilité que 
nous Tenons de supposer, il n'existe dans le plan aucun 
point pour lequel le rayon vecteur r doive avoir une 
valeur négative; et, par conséquent, si un problème 
conduisait à de telles valeurs, il faudrait en conclure 
qu'il est impossible. Ceci est une condition qu'il faut 
toujours se rappeler, quand on emploie des systèmes dé 
coordonnées polaires, où l'on donne aux angles la corn- 
plette étendue de variation que nous leur avons attribuée. 

loi. On peut aussi étendre de pareils systèmes de 
coordonnées aux trois dimensions de l'espace, et l'on 
en fait fréquemment 'usage. Un des systèmes les plus 
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usités consiste à prendre pour cet usage les angles 
MAM' et M'AP (fig. 3o), le premier formé^par le 
rayon Tecteur AM avec sa projection sur un des plans 
rectangulaires^ par exemple , sur le plan des xy ; le se- 
cond , formé par cette projection elle-même avec Paxe 
des X, 

Soient ^ et fl ces angles, r le rajon vecteur, / sa 
projection , on aura 

a: = / cos ^ , ^ = / sin ^ , a = r sin fl ; 
d'ailleurs / = rcos9; 

on aura donc 

x'=r cos ^ cos ô , ^ = r sin ^ cos I , z = r sin I. 

Pour embrasser dans ces formules tous les points de 
l'espace, il suiEra de faire varier l'angle ^ ou M'AP 
depuis o** jusqu'à SGo®, et l'angle é ou M'AM depuis o 
iusqu'^ db 90^. Les signes que ces valeurs assigneront 
aux lignes trigonométriques, détermineront complète- 
ment les signes que doivent avoir les coordonnées .t,^, z, 
selon le quadrans ou sera situé le point aTiquel elles 
appartiendront; et, puisqu'elles su£5sent, il se faudra 
attribuer aucun cbangement de signe au rayon vec- 
teur r. On devra se borner , comme précédemment , à 
le faire varier depuis zéro jusqu'à l'infini. 

X \ 
Dans les équations précédentes , - , - représentent 

*^ 
les tangentes trigonométriques des angles que forment 

avec l'axe des z les projections du rayon vecteur sur 

les plans des xz et des yz. En divisant ces équatious 

membre à membre, on en tire 



X cos < cos ^ y 



cos t sin ^ 



sin 9 ' • z > sin â 
Ai^si y en représentant leg équations du rayon vecteur 




oe<pi est k forme q«e nous avons adoptée gén&alement 
pour les eqaatwns «les droite» menées par PorigJne des 
coardonnées, on aura r t, «. 

„__ COS»<» 08^ ^__ C08fls m» 

(Sm# ' ^ô — 

A ors a et 6 représentent les tangentes trigonomé- 
torque, des angles forcés par l'a»e des . avec if projec- 

n«tra amsi les valeurs de ces angles par les expression* 

précédentes, quand ^ et âseron?données. 

exPmnl» .''"?/**"'' ^«°<">s de reconnaître dans les 
exemples precedens, sur la constance de signe du rayon 

2^; r ""1 *""'''*'«'' ^- » généralement s; 
tw ÏÏ ''^''^f ""«^ *^« coordonnées polaires, lors- 
qu on fk.t varier les angles de manière à pouvoir porter 

1^11°*'*^^"* '=«''«y°»^''°s toutes les directions. Alors 
«s seules variations de signes deslîgnes trigonométrîques, 
aetermmees par les valeurs des angles auxquefleS eUes 
appartiennent, suffisent toujours pour déterminer et 
indiquer la position des points. 

io5 Les questions que nous venons de traiter dans 
Pes préliminaires sont en quelque sorte les élémens de 
tous les problèmes qui concernent l'application de l'Al- 
gèbre à la Géométrie. Les formules que l'on en déduit 
«mt aiAant de méthodes générales dont Pusage retient 
sans cesse, et que l'on ne suppléerait .qu'imparfaitement 
par des constructions particulières qu'il faudrait re- 
commencer pour tous les cas. Mais, pour sentir le prix 
de ces méthodes , il est nécessaire de se familiariser 
avec elles par l'usage : c'est pourquoi nous les applique- 
rons a la techercfae des propriétés des courbes et des 
surfaces du sebond ordre ; et cet exemple qui fait l'ob- 
jet 'du reste de ctet Ouvw^e, snffira pour montrer géné- 
ralement comment on doit employer lés procédés dont 
a s'agit. 
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CHAPITRE IV. 

Des Sections dU Cône. 

]o4, Liss courbes du second ordre sont aussi appelées 
sections coniques y parce cp'on peut les obtenir toutes 
en coupant un cône droit à base circulaire par des 
plans diyersement inclinés. Comme ce mode de géné- 
ration commun établit entre elles des analogies remar- 
quables , nous l'emploierons pour former leur équation 
géfiérale. Nobs discuterons ensuite les diverses formes 
de courbes résultantes des modifications particulières 
que cette équation peut subir; et , quand nous les aurons 
ainsi reconnues avec détail , nous prouverons que toute 
courbe exprimée par une équation du second degré, est 
nécessairement identique avec une d'entre elles. 

io5. Soit (fig. 34) Cle centre du cône, ZCO son axe j 
par un point quelconque O , pris^ sur cet axe à une di- 
stance donnée c du centre, concevons trois axes de 
coordonnées Oî, OT,OZ, rectangulaires entre eux , et 
dont l'un, OZ^ soit dirigé suivant Taxe du cône même; 
appelons v l'angle constant OCB formé avec cet axe par 
une quelconque des droites génératrices , et cberthonà 
d'abord à déterminer l'équation du oône avec ces 
données. 

D'âpres les définitions précédantes, les coordonnées 
du centre C sont ar=o, y =0| *== c ; ainsi , les équa- 
tions d'une génératrice quelconque, menée par ce point, 
seront nécessairement de la forme 

le» ooeffidiens <t', V^ étant constant pouir la même géné^ 
t*àtk»îè»> ci variables d'nne génâratricei ^nè aiilre. 
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Maintenant^ toute génératrice doit former l'angle 
constant v avec l'axe du cane; donc, puisque cet axe 
est ici celui des coordonnées z, on aura par le n** 66 , 

I 



cos* V 



1 +a'»4-y*' 

ou en faisant disparaître le dénominateur du second 
membre , 

(a'»+ y*) cos' V = sîn» v. 

Cette condition subsiste pour chaque position de la . 
droite génératrice ; si l'on en cbasse a' et b\ en met- 
tant au lieu de ces coeffîciens leurs valeurs générales 

X y 
, — - — , le résultat en x, y , z , ne sera plus par- 

tîculier à aucune des positions de la droite génératrice^ 
mais il appartiendra à tous les points qui peuvent se 
trouver sur cette droite lorsqu'elle forme l'angle donné u 
avec l'axe OZ. Ce sera donc l'équation de la surface co- 
nique engendrée par son mouvement. Cette substitu- 
tion donne 

(j'* 4- ^^) cos* i/ = (a — cy sin* v ; 

équation qui convient à tous les points de la surface 
conique. 

Si l'on voulait avoir l'intersection du cône par le 
plan même des xy^ on n'aurait qu'à faire s nul, ce qui 
çat le caractère de ce plan, et l'on aurait alors 

(^+ a:*) cos' V = c* sin* v , 
ou , en divisant les deux membres par cos* v , 

j^* -f. X* = c' tang* v. 

Cette équation ne convient plus qu'aux seub points ^^,. c>> 

situés sur la courbe d'intersection. Elle montre que la \ x^- 

distance de tous ces points à l'axe du cône est constante , «jS'fe» \ 

et ^ale k c tang v ; c'est-à-dire que l'intersection est un : , . 
cerde décrit dans le plan des xy, autour du point O 



et ' 

1^ 
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comme centre ^ ayec c tang v poar rayon. En eiet^GO 
étant représenté par c , et l'angle BCO par if , c tang v 
représente le côté OB du triangle générateur. 

io5. Prenons maintenant un mode d'intersection plu* 
général. Par le point B, extrémité du rayon OB, con- 
cevons un plan coupant IBI , mené perpendiculairement 
au plan des xz , et formant un angle quelconque BSC ^ 
ou u avec l'axe du cône. Puis , cherchons l'équation de 
la courhe d'intersection IMBI. 

L'équation du plan coupant ainsi mené sera la même 
que celle de sa trace BS sur le plan des xz (pages 106 
et i34). Or, cette trace doit passer par le point B, dont 
les coordonnées sont z=o,j^==o, xrsc tang v$ de 
plus, elle doit faire l'angle u avec l'axe des z] son équa- 
tion sera donc 

x = c tang V + « tang u. (2) 

Pour tous les points de l'intersection, cette relation de- 
vra suhsister en même temps que l'équation du cône. 
Donc si , entre elles, on élimine z , la relation en x^y , 
qui en pr^Tiendra , appartiendra à la projection de l'in- 
tersection sur le plan des xy. Ce sera l'équation ana- 
lytique de cette projection. De même si, au lieu d'éli- 
miner Zy on élimine x , le résultat en y y z, appartiendra 
à la projection de l'intersection sur le plan des zy. 

Puisque notre plan coupant est mené par le point B , 
nous introduirons comme donnée la distance GB , que 
nous nommerons a. Alors, OB sera a sin v ; OG ou c 
sera a cos v, et nos deux équations deviendront 

(j^-f- or') cos* v = (z — a cos v)* sin* v, (1) 
a: = a sin V -f- 2 tang u. (s) 

La courhe d'intersection se trouve complètement dé- 
terminée par le système de ces deux équations, puisque, 
si l'on se donne à volonté une des coordonnées d'un de 



f^ 
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^es points^ par exemple x, on en peut tirer aussitôt 
les râleurs de a et de jf qui y correspondent. Mai» afin 
d'étudier plus immédiatement Ie$ particularités de 
sa formé y nous allons la rapporter à des coordonnées 
rectangulaires prises dans^ son plan même. Pour cela 9 
portons l'origine de ces nouvelles coordonnées au 
poînl B, et comptons la première a/ à partir de ce point 
sur la trace BS , tandis que la seconde y*, comprise 
dans le plan dé la section , sera perpendiculaire à 
cette trace, et par conséquent parallèle à l'axe OY 
des coordonnées générales. Alors , si nous considé- 
rons un point quelconque de l'intersection; tel que M 
dont les coordonnées rectangulaires primitives sont 
OP , X) PQ , z , et QM, y ; il faudra trouver les valeul'S 
de ces ancienne» coordonnées en fonction de BQ et 
de QM. Or, cela est très facile ; car, d'abord, la direc- 
tion des y n'étant pas changée, y est égal à y; en 
outre , le triangle BPQ donne 

BP == â/ sin U , PQ=,r' cos u ; 
et puisque OB est a sin v, on aura 



x = a sin V — x' sîn u, 
z = — x' cos u y 

y= y- 



Ces expressions de cr et de a satisfont déjà à l'équa* 
tion (2) , parce que la construction même qui nous les a 
données, exprime que les points M , auxquels elles s'ap- 
pliquent, sont situés dans le plan coupant IMBI , carac- 
térisé par cette équation. Une reste donc plus qu'à les sub- 
stituer dans l'équation (1), en écrivant aussi y' pour y, 
et l'on aiira Péquatîon de la courbe d'interseClîon prise 
dans son plan même. Or, si Pon effectue cette substi- 
tution ^ et que l'on développe l'équation qui en résulte, 
il reste, après les réductions , 

y'*co8V+x'*sin(u«f-v) siii(u— v)*-ttjt?'sinài^ritt(tt-f^«o. (3) 



En faisant varier dans cette équation Pangle u y formé 
par le plan coupant avec l'axe du cône, on peut donner 
successivement à ce plan toutes lés directions possibles , 
autour de Farête BC,et reconnaître les diverses formes 
qui en résultent pour la courbe d'intersection. Mais la 
série de ces résultats sera plus facile k suivre encore si , 
au lieu de u ou CSB , (m pt^nd pour variable Tangle CBS> 
qui mesure immédiatement rinclinàisôn du plan cou- 
pait sur Taréte CB. Celte transformation est très facile, 
car, en désignant ce nouvel angle par f , on a, dans le 
triangle CBS, 



w+f+K=i8o«»; d'où u+v=i8o''—i; m— i/=i8o*— (t+2i/); 

et, en substituant ces valeurs dans Péqnation de l'in- 
tersection, elle devient 

y»cos» V + a?'* sin i sin (£ -{- ai^) — aif sin av sîn i = o. (4) 

Alors, pour donner suoeessiilBment au plan coupant 
toutes les directions possibles autour du point B, il 
suffira de faire varier l'angle i depuis o jusqu'à 180'»; la 
première valeur le dirigeant suivant BC, et la demîfcre 
le ramenant en BR, sur le proloi^ement de cette même 
d»aîte après une demi-révolutiôn entière. 
Partons de la première supposition qui donne l'angk i 
» nxA'y alors, les deux derniers termes^ affectés du facteur 
sin i disparaissent de l'équation de l'intersection ; et 
céDe^ci, réduite à son premier terme, donne 

ce qui e^t l'équation de l'aie des x\ La courbe d'întèr- 
sèctîôn se trouve donc alors réduite à cet axe, c'ëst-à- 
dire a la ligne BS ou BX', devenue coïncidente avec BC. 
Il est évident en effet que le plan d'intersection ne fait 
^ors que toucher la surfade conique suivait celte 
arèf ë même. 

Partons de cette position, et faisons croître l'angle i 
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comme le représente la fig. 35. Alors le plan IBI 
commencera à couper la nappe DGB de la surface 
conique suivant une courbe fermée; et cette particu- 
larité se soutiendra tant que la trace BSX' pourra 
aller couper l'arête indéfinie CD opposée à CB; c'est-à- 
dire tant que l'angle i sera, moindre que 180** — av; car, 
à cette limite , la trace BX' du plan coupant, et le plan 
coupant lui-même , deviendrait parallèle à l'arête CD. 
Jusque-là, les angles i et i + ai/, seront l'un et l'autre 
moindres que 180 degrés; ainsi, leurs sinus seront positif» > 
d'où l'on voit que , dans l'équation de la courbe d'inter- 
section , les coefficiens des termes en v'^ et x'*, seront de 
même signe. Cette courbe prend alors le nom à^ ellipse; 
elle comprend, comme cas particulier, le cercle, qui 
s'obtient lorsque £ = 90® — v; et elle se réduit à un 
simple point , lorsque a est nul ; c'est--à-dire quand le 
plan coupant est mené par le centre du cône même; 
car alors, l'équation ne contenant plus que ses deux 
premiers termes , qui sont tous deux positifs , ne peut 
être satisfaite qu'en faisant x' et y' nuls tous deux à la 
fois; ce qui est l'équation de l'origine. 

Ceci nous conduit jusqu'à la limite où £ = 180**— ^v* 
A ce terme , la trace BX' du plan coupant devient paral- 
lèle à l'arête CD (fig. 35) ; et la courbe d'intersection ne 
trouvant rien qui la termine , s'étend indéfiniment dans 
ce sens; mais elle est toujours située tout entière sur la 
même nappe du cône ; car le plan coupant étant parallèle 
à la génératrice extrême CD, ne rencontre pas la nappe 
opposée , qui est limitée par le prolongement de cette 
même génératrice. Dans ce cas , sin (i + av) devenant 
nul , le terme affecté de a:'* disparaît dans l'équation de 
la courbe d'intersection; et celle-ci prend alors le nom 
de parabole. Lorsque a est nul , c'est-à-dire lorsque; le 
plan coupant est mené par le centre C du cône^ die se 
réduit à une simple ligne droite , qui est l'arête CD 
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elle-même. En effet, dans ce cas, Péquatîon ne conte- 
nant plus que son premiet terme , ne peut être satisfaite 
qu'en faisant^ = o; ce qui est l'équation dé l'axe des a?'. 
' Enfin , le plan coupant continuant de s'incliner sur la 
génératrice BC, commence à rencontrer les deux nappes 
de la surface conique , fig. 36. Alors l'angle i surpassant 
180**— ai/, la somme i + 21/ surpasse 180", et par con- 
séquent, son sinus est négatif. Le coefficient de x'* dans 
l'équation de l'intersection , se trouve ainsi négatif, par 
conséquent de signe contraire à celui de y'\ Dans ce cas , 
la courbe d'intersection s'étend indéfiniment sur les deux 
nappes de la surface conique, et prend le nom à^hyperb oie» 
La dernière limite de ce genre de courbe s'obtient lorsque 
i= 180", ce qui dirige ce plan coupant suivant BR. Alor» 
sin i devenant une seconde fois nul, l'équation de l'in^ 
tersection se réduit à son premier terme, et donne 

c'est-à-dire qu'elle se réduit à Varête BC elle*mème, 
comme dans le premier cas que nous avons considéré 
au commencement de cette discussion. 

Lorsque a devient nul, c'est-à-dire lorsque le plan 
coupant est mené par le centre du cône , les relation» 
des angles i et v étant toujours celles qui conviennent 
à des hyperboles , c'est-à-dire telles que le plan coupant 
rencontre les deux nappes de la surface conique, alors 
l'^uation de l'intersection perd seulement son dernier 
terme î et le coefficient de x{^ devenant négatif, elle se 
résout en deux facteurs linéaires réels , qui sont 

y cas V — o/l/— sin i sin (i + av) =s o, 

y' cos V + a/ 1/— sin i sin (i -|- ai/) = o. 
Elle représente alors le système de deux droites me- 
nées par l'origine ^es ^i^, qui se trouve être le centre 
même du cône. Ces deux droites sont les deux généra- 
trices opposées, suivant lesquelles la surface conique 
est alors coupée par le plan de la section. 
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En résumant çoUe discussUm, elle nous condiûl à 
établir les conséquences guivajates. 

.Jjorsque Pon coupe un, çSne droite basecùrçulaire^par 
des plans diversement inclinés sursonaxe,on obtientpour 
intersection trois espèces de courbes distinctes; savoir, 
des courbes fermées et rentrantes sur elles-mêmes, qui 
Rappellent ellipses; des courbes indéfiniment étendues 
dans un seul sens, qui sont nommées paraboles; enfin, 
des courbes étendues indéfiniment dans deux sens op- 
posés, et formées de deuxbranç^fis sépaj:ées et distinctes; 
ces dernières reçoivent le nom d'hyperboles. Le premier 
genre' dHntersecl(ion f V ellipse, comprend, comme cas 
particulier, le cercle et le point ; le second, la para-^ 
bole , comprend une ligne droite unique, ou, pour par-- 
1er plus exactement , la réunion de deux droites paralr 
lèles; enfin, le troisième genre, r hyperbole, comprend 
le système de deux droites qui se coupent. 

U équation (3), qui représente ces divers genres d*in^ 
tersection , donne des ellipses , des paraboles ou des 
hyperboles , selon q&e le coefficient dej/" est positif, nul 
OU' négatif , celui de y* étarit positif ha nature de la 
courbe ne dépend q^e du. signç de ce coefficient. 

Nous aUons maintenant discuter en particulier cha- 
(mne de ces claases.de courbes. Nous déduirons de l'équa- 
tion générale , miodifiée pour chacune d'elles , leur posi^ 
tlon, leur forme, leurs caractères, leurs particularités; 
nous les oonaqpiffer^ns ensuite les unes aux autDes, pour 
découvrit leurs propirié*és communes. 

Du Cercle. 

io5. En coupant un cône droit à base circulaire par un 
plan perpendiculaire i son axe , et mené à une distance c 
de son centre, nous avons eu pour I'éq;uation de Fin- 

tersection 

ae*+V* — ^tang»v, 
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OU , en représentant le produit c tang v par une seule 
lettre R> 

Dans cette équation, les coordonnées x,y, sont rec- 
tangulaires (fig. 38). Ainsi, V^x*+j^* exprime la di- 
stance d'un point quelconque de la courbe à Porigine des 
coordonnées. L'équatjon précédente montre que cette 
distance est constante; elle indique donc, par ce carac- 
tère, qu'en effet la courbe proposée est une circonférence 
de cercle dont le centre se trouve placé à l'origine des 
coordonnées : cette seule propriété suffirait pour dé- 
crire cette circonférence^ mais on peut de même, d'a- 
près l'équation , déterminer toutes ses autres propriétés 
et toutes les circonstances de son cours. 

Par exemple, si l'on veut connaître les points ou elle 

coupe l'axe des a:, il suffit de feire ^ == o ; ce qui est 

le caractère des points situés sur cet axe ; alors Téqua- 

tion donne 

x==±:R. 

Ce qui nous apprend que la courbe coupe l'axe des x 
en deux points différent, situés de part et d'autre de 
rprigine des coordonnées ^ et à une distance B. de l'axe 
des y. 

De méme^ en faisant xzszo^ on aura les points où 1^ 
courbe coupe l'axe des^ : cette. s^j[q;K>4^ipn flpnne 

Ainsi,. ces pc^ials sont au nombre de dieux ^ ^îtués de 
part et d'autre^, «t a une distance R de 1,'axe. des x. 

Pour suivre ^,n|^xli^ ^e Ja ço«rbe dans les poii^ts 
intermédiaires, prions ^général la valeur de yj 
elle sera 

iMvAfsxk i^denrs 4e y pétait <égiJes et, à^ i\ffm qonrî 
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-traircS;la courlie est symétrique au-dessus et au-des- 
;50us de l'axe des x. 

Si l'on suppose x positif, les valeurs tant positives 
que négatives de y iront en décroissant depuis arrro, 
qui donne ^ = ±: R , jusqu'à x = -f- R , qui donne 
y=:o. Si l'on fait x plus grand que R, jr devient ima- 
ginaire; ce qui montre que la courbe ne s'étend pas, du 
côté des X positifs, au-delà de l'abscisse x^^-f-R. 

Les mêmes résultats se reproduisent en sens con- 
traire du côté des x négatifs ; et l'on voit de même que 
la courbe ne s'étend pas , de ce côté, au-delà de l'ab- 
scisse x=— R. Elle est donc également symétrique de 
part et d'autre de l'axe des j^ , et elle est limitée sur les 
deux axes à la distance R de l'origine. 

] 06. L'équation proposée peut se mettre sous cette 

forme 

y»=(R + x)(R~x). 

R 4- ^ et R — X sont les deux segmens dans lesquels 
l'ordonnée y coupe le diamètre : cette ordonnée est 
donc moyenne proportionnelle entre les deux segmens. 
107. On trouve de même que deux cordes, niénées 
des deux extrémités d'un diamètre à un même point de 
la courbe, sont perpendiculaires l'une à l'autre. En 
effet, si, par le point B', pour lequel y=oetx=— R, 
on mène une ligne droite inclinée d'une manière quel- 
conque, elle aura pour équation 

y:= a(x + R). 

Si par le point B, ponr lequel ^=0 et x=+R , 
on mène une autre droite pareillement inclinée d^iiie 
manière quelconque, elle aura pour équation 

jf = a'(x — R). 

Ces droites ainsi menées arbitrairement, pourraient 
se rencontrer dans un point quelconque ; mais, si l'on 
vettt que leur point tfintefaection se trouve sur la cir- 
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cotiféi'eiice du cercle , il faudra que leurs équatious 
subsistent eu même temps et avec celle de cette cir- 
conférence, c'est-à-dire qu'elles soient satisfaites par les 
mêmes valeurs de y et def x. Cette supposition donne 
trpis équations entre ces deux variables, et par consé- 
quent une de plus qu'il ne faut pour les déterminer. 
On pourra donc, en éliminant ces variables , parvenir 
i. une équation qui ne les contiendra plus , et qui devra 
être satisfaite pour que les deux droites puissent s6 
couper sur la circonférence : cette équation sera évi' 
demment entre les quantités a et a% qui déterminent 
leur direction. ' 

Pour l'obtenir, il faut donc combiner ensemble les 
trois équations 

y = a (a; -f- R) , 
j. = a'(x-.R), 

de manière à en chasser x et j. On y parviendrait sans 
doute en prenant les valeurs de ces deux variables dans 
les deux premières équations , et les substituant dans 
la troisième; mais on arrivera plus simplement au 
même but , en multipliant d'abord les deux premières 
équations membre à membre ; ce qui donne 

y* = aa (x* — R*). 

Pitis, divisant ce résultat membre à membre, par l'é- 
quation du cercle n 

y = R» — x*. 

Alors les variables x^y, disparaissent, et il reste 

aa' = — 1 , ou ca^ -|- i == o. 

Or,, d'après le n** 5.0 , cette relation entrei les coefficien-s 
a et CL, est celle qui est nécessaire, pour que deux droites 
menées dans un mênia plan i^ient pwpendîculaires 
^BV''^-^llÇ5.^.Pîîis,^pi)45ijji>e cette: -fela^ a lieu entre. 
l^.d«)i$es, qui sont meaées par tés exltréiiités opposées 
7^ Edition, 12 
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d'un mAme diaiti^te> et qui se rencontrent sur la cîr* 
cQpf élance y on en doit oondure qu'elle» sont perpendt- 
cttUires l'une à l'autre. 

I08* On TOtt^ par cet exemple, que lorsqu'on doit 
combiner ensemble plusieurs équations pour en éli- 
miner certaines quantités , il est quelquefois possible 
d'abréger l'opération par des procédés plus ou moins 
ûdgénieux^ mais^ en profitant de ces artifices pour 
rendre les ^Iculs plus élégans et plus simples ^ il ne 
faut >amais Toir > dans les changemens qu41s opèrent ^ 
que le résultat et l'effet de l'élimination. 

Et comme les divers procédés que l'on peut employer 
pour éliminer y introduisent quelquefois des facteurs 
étrangers à la question y ou en font disparaître y il fau- 
dra s'assurer que l'on a réellement trouvé le nombre 
de facteurs convenable, ce qui sera toujours indiqué 
par le nombre et le degré des équations entre lesquelles 
OU a dû éliminer. 

IQ9. Par ^^niple , dans le cas précédent', si Pon eût 

d'aj^jord cli^erché directement les yaleurs de y et de- a;, 

at^ . n^oyen des deux premières équations qui appar» 

tiennent aux deux lignes droiti^, l'élimination aurait 

donné 

^' + ^11 •, ^ ^^ n 
a — a ^ a —a 

En substituant ces valeurs dans l'équation du çeralç^ 
et réduisant tous les termeç au même dénominateur, 

on trouve 

aa' (ad -+- 1) = o. 

Cette équation peut être satisfaite de plusieurs ma- 
nièves. IFabord, en faisant aa' + i = o , ce qui donne 
le résultat que nousavons déjà obtenu par l'autre marche ; 
secondement, ei^ iSaisant a=s o ou a' =0, ce qui si- 
gnifie que, si Fune des deux lignes est dirigée suiylant 
^9M d^ «, Vautre ligne peut être ttiêiiéeiteî Vaut 



DU CXBCLB. 179 

telle direction que Pop Tondra. Il est ylsible, en effet, 
qae dans cette dcrnièrpe'sapposition , les deux droites se 
couperont toujours sur îa circonférence dri cebcîe ', puis- 
qu'elles se rencontreront à l'extrémité du- diamètre; 
mais cette solution , quoique vraie , était étrangère à 
la propriété que nous' voulions découvrir : c'est pour- 
quoi nous «.y/i^is pi^ ppu,$ dispep^r 4'y ay^r ^g^rd^ 

1 10. En général , eii suivait la marche que nous ve- 
nons d'indiquer , on déduirait de la seule équ^tiop ^}f, 
cercle toutes les propriétés que démontre la Géométrie 
élémentaire; et la raison en est , que ces propriétés sont 
des résultats de sa définition , dont l'équation proposée 
n'est que la traduction analytique. 

Réciproquement, en partant d'une des propriétés 
caractéristiques que nous avons démontrées , et repre- 
nant d'une manière inverse la marche que nous avops 
suivie, on retomberait sur l'équation du cercle, si cette 
propriété ne convenait qu'à lui seul ; auquel cas, elle 
serait équivalente à sa définition. Gela arriverait , par 
exemple , si Pon demandait que l'ordonnée fût moyenne 
proportionnelle entre les deux segmens, ou que les 
boites menées des deux extrémités de la ligne BB', fig. 38 , 
se coupassent à angles droits sur la courbe ; mais on ne 
reviendrait pas jusqu'au cercle, si l'on choisissait (quel- 
que autre propriété qui convînt en même temps à 
d^autres lignes. Par exemple , il ne suffirait pas dç de^ 
mander que la courbe fût symétrique au-dessus et au- 
dessous de l'axe des x , ou qu'elle passât par les quatre 
points JB , B', D , p^ ; parce que , tien que ,ce soient là 
• des propriétés du cercle, il peut y avoir, çt il y a en 
effet , d'autres courbes qui en jouissent également. 

ni. La forme que nous venons d'examiner n'est pas 
^a seule sous laquèNe se présente l'équatiorf du' cercle ; 
eMe change avec la position de Porigine des Coordonnées. 
Si, parexemple, au lîcli de compter les "^àfjîscisses du 
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point A , aoas youlionfi les compter de l'extrémité Bf 
du diamètre BB' , et toujours dans le même sens, alors y 
pour un point quelconque M ^ dont l'ancienne^abscisse 
serait AP , la nouvelle serait B'P ; et ^ en nommant jf 
ces dernières, on aurait 

X = a^ — R. 
Substituant cette valeur de x dans Péquatîon 

y + a:« = R«, 
elle deyiendra 

y» 4- a/» _ 2Rx' z= o. 

Dans cette équation , x^ z=zo donne j^ =r o , parce que 
l'origine des coordonnées est un point de la courbe. En 
suivant la marcbe des valeurs qui en résultent pour les 
coordonnées des autres points , on reconnaîtrait pareil!^ 
leinent qu'elle représente une circonférence de cercle , 
et Ton en verrait naître les diverses propriétés. 

Ainsi, yx^+y^ exprimant la distancé MF d'un 
point de la courbe à la nouvelle origine BT , et le carré 
de cette distance étant , d'après l'équation même , égal 
au produit du diamètre 2R par l'abscisse x' ou B^P , on 
reconnaît cette propriété de la corde, d'être moyenne 
proportionnelle entre le diamètre et l'abscisse corres- 
pondante. 

La forme sous laquelle nous venons de mettre l'équa- 
tion du cercle , est celle sous laquelle on la déduirait 
de l'équation générale dans laquelle nous avons em- 
brassé toutes les sections du cône , page 171 ; car, dans 
cette équation, l'origine des coordonnées est pareille- 
ment placée sur un des sommets de la courbe. £n effet, 
pour que Uhitersection soit un cercle ^ il faut rendre le 
plan coupant perpendiculaire à Taxe du cône, ce qui 
exige que Ton fasse i + ^ = 9^* , ou i = 90° — v dans 
l'équation.dont il s'agit^ ainsi particularisée, elle devient 
y*co8' V + a/* cos'y — ox' sin af cos v = o. 



i 
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Comme sin ^v est égal à 2 sin v cos v > tous les termes 
^nt divisibles par cos* w ; effectuant donc cette réduc- 
tion , il reste 

y a -{-a/* — aor' sin v = o; 

équation identiquement la même que celle à laquelle nous 
venons d'arriver tout à l'heure ; car, d'aprës la fig. 34 ^ 
a étant là distance GB ,. comptée sur l'arête extrême du 
cône, laquelle forme l'angle i^ avec son axe, le produit 
a sin V rqpréscnte évidemment le rayon OB de I9, sec- 
tion circulaire que nous avons désignée depuis par R. 

lia. L'équation d'une circonférence de cercle doit 
tou)Ours exprimer que la distance des points de la 
courbe à un point donné est constante ) elle doit tou- 
jours se rapporter à la formule que nous avons donnée 
(n** 59) , pour exprimer la distance de deux points. Si 
donc af, y y représentent les coordonnées du centre de 
la circonférence, R son rayon, et x,y ^ les coordonnées 
d'un quelconque de ses points , on aura toujours 

(a;-a/)«+(y-y)*=R«. 

Telle est par conséquent l'équation la plus générale 
de la circonférence du, cercle rapportée à des axes rec- 
tangulaires. L'origine des coordonnées ne se trouve plus 
placée ici, comme dans les exemples précédens, au 
centre même du cercle , ou sur un point de sa circon- 
férence , mais en unr point quelconque de son plan. 

£n faisant^ = o , pour avoir le point oh la courbe 
coupe l'axe des x ,■ on trouve 

et en faisant x = o pour avoir les points où elle coupe 
l'axe des y, on trouve 

y —y ±. i/r»— x'*. 

La première de ces expressions devient imaginaire 
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quand y est plus grand que R , et la seconde y quand àf 
est t>lus grand que R. En effet , si les distances od y y y 
du centre du cercle aux axes des coordonnées surpassent 
le rayon de ce même cercle , il ne rencontre point ces 
axes; et, selon le signe propre des coordonnées x\ y' , 
de Sfoîtl attire, \\ sfe trôtrre ^Slàtcfé, par rapport à eut , 
céfnmè iï !*èSft ddns ùfie deà figurèsf ^9 , 4o, 4i , 42. 

1 13. Bï< géÀél'àt , letf diverse^ posttiôtis dans lesquelles 
iîflé «mirbe |*ûtiètrcf {rtâcée Relativement à P^K^iûe dés 
cïoJbrdfcTitiéei ) fo#t ^Jai'iîti'è ton è^tiatîWîl èouà ' ditérses 
foiffnes, ^i i*efttVë*it iôitjbtfrs se féduirè les( A\ik% aut 
taires, puisqu'elles ne sont jamais ^tte l'expiréssion 
ahal3i:iqué de sa déDriition. Celle qiie ïibus yehons de 
donner fci S Féqtlâftîdn dU cei^clë , è^t fi6tt-siètilenieàt là 
plus générale, «lai^ c'est èticbrèf la ^îl^é fcbtriinôcle à 
ëlhplojer, pdrcè qu'elle fait imiftédîàtément recon^ 
tiaîtré les éléittèns tiéôessairès à là- ëonstruction effed> 
tite du «erde *, savoir , les ccidrdôntiéei de sôh centre 
et son rayOît. Aus^î / ldt*sqtt*Oti veut voir sl>ne équation 
du second degré se rapporte à Un cerôle , et à quel 
.cercle elle se rapporte, il n'y a rien de mieux, à faire 
que d'y compléter les carrés des termes qui contiennent 
les variables ; et de voir si , par cette modification, on 
peut la ramener à la forme précédente. Par exemple , 
si l'on supposait l'équation 

Ay» 4. By 4. Ai» + Cr = D, 

on commencerait par diviser les deux membres par A , 
et 9 en complétant les carrés des termes variables y on 
verrait qu'elle peut se mettre sous la forme 

Alors, on en conclurait qu'elle représente un cercle 

/B*-Ï-C*"+4AD 
ayant pour rayon \l -rn; , et dont le centre 
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kit ;pi{ibê ^ti tin poîlit qui a pour at)scisse ~ , pour 

" B 

o^rckmiiéè -^ *-j. Ce fcei^dfe fee Ik^oùve doùc ain^i défini 

par lès valeurs numériques de ses élémens, puisque 1^ 
cô'effîciens A; B^ G; sont supposés des i:ioml^res coBauB-: 
et i'oo pourra immédiatement le construire en appli- 
quant à ces coefficiens ainsi qu'aux nombres inoonnus 
07, j', les principes à'ïiomogénéité établis dansée n" 6», 
Ici , les deux coefficiens de y* et de a:* étaient égaux : 
supposonjjlpiaintenant qu'ils soient inégaux, et que l'on 
aît , par exemple , 

Ây + Bjy+A'x»+Ca; = p4 , ; r 

alors, en considérant à part' les termes en y qui peuvent 

mdlte was la fbfmk a/^' + t* y J ' ^^ ^^^^ ^" 
ment qu'ils se changeront en «in carré, si l'on ajoute 
entre les parenthèses r— •, lés 'feârmeÀ en ic , considérés 

ûe mêaKe,^derÎ6liérbntd'ftbofd A'{ir*ifi^±\, ^t Sfe 

«mangeront en un carré , si l'on ajoute entre les paren- 

C* 
tH^es jp;* -AtePè, piar t^i^pèïi^tîon , il ftiti*aît ^jou- 

B* B* 

ier au sébonâ méédil^ les termes A.rr:-; ùa — ,S^ 

4A'* 4A 

'^' " Va^"> ^^^ Tp ^ ^® ®^**® *F*® l'éçnatiofi "oitUi trfttts- 
fojrméè , deviendra 

Or , soit qu'on divise les deux membres, par A , A' ou 
par toute autre constante quelconque > on ne pourra 
jamais réduire le premier membre à exprimer que le 
carré de là distance de deux certains points ^ est coir- 
fiante, puisqu'il faudrait^ pour cela, que les carrés 
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des termes en ^ et en a: eussent un même coefficient 
qui pèt être enlevé par la division. L'équation proposée 
ne peut donc pas représenter une circonférence de 
cercle; en effet , on verra plus tard qu'elle appartient 
à une ellipse , si les coefficiens A et A' sont de même 
signe; à une Hyperbole, s^ils sont de signe différens; 
enfin, à une paraBoIe, si l'un d'eux devient égal à zéro. 
ii4. Keprenons maintenant l'équation la plus simple 
du cercle, 

a?» + y* = R% 

et cherchons à former l'équation d'une droite qui lui 
soit tangente. Pour cela, nommons a:*,^", les ajordonnées 
du point de tàûgence ': on aura entre elles la relation 

Jja tangente .étant une ligne droite et passant par ce 
point , son équation sera de cette forme , 

y — y" z=za\x — x). 
Jl ne reste plu^qv'à déterminer a. 

Pour cela , nous considérerons la tangente comme 
une séfïaptë dont les deux points d'intersection avec la 
courbe se réunissent en un seul, et nous emploierons 
cette propriété pour la définir. 

Cherchons donc généralement les coordonnées d'in- 
tersection d'une sécante quelconque avec la circonfé- 
rence : ces coordonnées doivent satisfaire simultanément 
pour a?, y, aux trois équations précédentes ; car les points 
auxquels elles : appartiennent se trouvent en même 
temps sur la circonférence et sur la droite. Il faut donc 
combiner ces équations ensemble, pour en tirer les 
vsdeurs des coordonnées par l'élimination. Or , en re- 
tranchant la seconde de la première, il vient 

y — y* + X* — x"* = o, 

ou Cy + y'') (^ — y ) + (^ + ^") (^' — *^") = o- 

Mettant pour y sa valeur ^^ + a {x — x") , tirée dc^ 
Péquation de la droite, on a - 



DU CSECUE. l85 

{aay" +a* {x— x') + a:+ x"} (x — x^ =o. 
Cette équation donnera généralement deux raleuris 
de X , parce qu'il y a généralement deux points qui 
peuvent être communs à la droite et au cercle : une de 
ses racines est 



X = x" ; 



valeur qui> étant substituée dans Féquation de la 
droite, donne 

parce qu'en efiFet le point , dont les coordonnées sont 

x" et y" y est déjà commun à la droite et au cercle : 

l'autre facteur étant égalé séparément à zéro , donnera 

aay + a* (x--.a;'0 +x + x'' = o. 

Cette équation fera connaître l'autre valeur de x, 
c^ést^a-dire l'abscisse du second point d'intersection*, 
mais il faudra, pour cela, que a soit donné, c'est-à** 
dire, que la direction de la sécante soit connue ; et l'on 
sent en effet que ces deux quantités sont dépendantes 
l'une de l'autre. 

Dans la recbercbe qui nous occupe, nous ne con* 
naissons pas la direction de la tangente , mais nous sa- 
vons qu'elle doit être telle , que les deux points d'inter- 
section se réunissent en un seul : en sorte que, si l'on 
connaissait la valeur de a qui lui est propre, et qu'on 
la substituât dans l'équation précédente , la seconde 
valeur de x , que cette équation détermine , serait cer- 
tainement x" , comme la première. Par conséquent , si 
nous mettons x" au lieu de x dans l'équation précé- 
dente, la valeur de a , qui en résultera, sera nécessaire- 
ment celle qui convient à la tangente. Cette substiti^r 
tion fait disparaître le ter^ne multiplié par a* j l'équation 
se réduit ainsi au preraie^ degré, et devient 



x'^ 



2ay4-ax'' = 05 d'où a=z' ,7. 
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Cette mamèrtt de détt^mîner a , en ëki<lâttt U réiolu- 
lion de l'équâtitm ijui contient a*, foùï-rait doîiiier 
lieu, en appatTerice, à quelque diififcnlté; car si Tôii 
résolvait directement cette équâtiôti qui' est du second 
degré , en désignant par a et a" ses deux racines , on 
trouverait 



X-'X" 



"" — ■' f:z:f 

Si, daiis ces expressions , on suppose x =07" pour les 
approprier particulièrement à la tangente, le numéra- 
teur et le dénominateur de a' deviennent nuls en même 

temps-, ce qui donne 0' = — Mais, dans a", le dénomi- 
nateur seul devient nul; le numérateur se réduit à 
— ay" ; et il en résulte a*' = — .-^ ^ valeurs qui ne 

semblent pas s'accorder avec ce que noué avons trouvé 
pair la prèhiîèré méthode. 

Pour résoudre cette petite difficulté, occupons-nous 
d'abord de af. Si nous multiplions le numérateur el 
le dénominâtéut de l a fraction qui fë xfSi'imé , par le 
facteur y" 4- V y'' - (^ + oo"T(^'=l^) , cette muiti- 
plicatibn ne cbangera «rien à sa valeur -, or , par ce 
moyen , on trouvé 

où eti t-ëduîsànt 

, . . -jrA -^-^) ■ :. 

(a: - x') (/ + V/y"* - (* + ^O (* - **) 
Cette opération a d<toc fait drspariîtt* les / du nu- 
mérateur ; de plus , les deux termes sont devenu» dm- 
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sibles par j; — x* 5 efiVictuant cette dÎTision qui simpli" 
fie à' y il resté 

y"+ Vf'— (* + x"^ (^ - x'') ' 

Si maintenait; dani cette expression ,on îaltx^^x", les 

deux termes delà fraction ne deyiekment plus -, mais 

o 

ils se rèdtiisefnt à — ax" et ny" -, de aorte que l'on a 



x" 



y 

C*est précisément la valeur que nous avions trouvé^ 
par notre première méthode. 

On voit , par cette analyse, que si la valeur de a' s'est 

d'abord pfésentée «dûs là foritie -, c'est parce que fe 

nupiérateur et le dénominateur de la fraction qui l'et- 
pnme, contenaient implicitement le facteur x — x", 
^\ s'évanouit quand x = x". Mais , la transforma- 
tion que nous avons fait subir à cette fraction; ayaiit 
iiiU le facteur x—x" en évidence; nous avons pu l'en 
dégager; après quoi les deux termes de la fraction ne 
se sont plus évanouis. L'analyse offre souvent de^ exem- 
ples de quantités qui se présentent ainsi sous la fonrië 

de-; mais c'est touioiirs ^ar l'effet d'une combinaison 

analytique pareille à celle que nous venons de dèVe^ 
lopper. Et alors , comme dans le cas actuel ; on nfe' peut 
obtenir la véritable valeur de ce^ quantités, qu'aprèl efa 
avoir dégagé les facteurs communs > qui leur feùt pretldl^è 
cette forme en s'évanouissant^ 

Examinons maintenant la secondé valeur de à , ^tiè 
nous avons désignée par a\ Celte- ci se rédoisatlt k 

-^ ijfîiàtia i:==i jc% îl sitistiît qù^alors -, est nul Or, 
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L est la cotangente de l'angle dont a' est la tangente 

a 

trîgonométrique. Cet angle ayant sa cotangente nuUe, 

est donc égal à 90® , et par conséquent la seconde valeur 

de cf appartient à une ligne droite perpendiculaire ^ 

l'axe des x. 

Ce résultat , quoique étranger à celui'que^nous nous 
étions proposé d'obtenir, est cependant une conséquence 
des conditions analytiques que nous avons établies. En 
eflfet, nous avons écrit d'abord que la sécante était une 
ligne droite menée par le point de la courbe dont les 
coordonnées sont x** , y". Et comme nous avons trouvé 
que cette sécante avait encore avec la courbe un autre 
point d'intersection , nous avons voulu que ce second 
point coïncidât avec le premier. Mais nous n'avons écrit 
cette coïncidence que pour les abscisses; car nous'avons 
dit que l'abscîsse de ce second ^point était aussi égal 
à x" , sans rien prononcer sur son ordonnée , qui n'en- 
trait point dans notre équation. La résolution générale 
de celle-ci devait donc , outre la tangente , nous donner 
aussi une ligne droite perpendiculaire à l'axe des x , 
puisque cette droite satisfait évidemment aux conditions 
imposées , de passer par le point donné de la courbe dont 
l'abscisse est x", et de la couper encore dans un autre 
point dont l'abscisse est encore cette même valeur. 

Dans la première métbode , oh nous évitions la réso- 
lution de l'équation du second degré, nous faisions dis-^ 
paraître le terme a* (x — x"), en faisant x — x*" nul. 
Nous exprimions par là que la droite ou les droites que 
nous voulions obtenir étaient celles qui satisfaisaient 
aux conditions d'intersection exigées, et pour lesquelles 
en outre la valeur de a n'était point infinie. Cette limi- 
tation restreignait l'équation aux seules valeurs de a, 
qui pouvaient donner des tangentes à la courbe. Et le 
i*ésultat n'ayant donné qu'une valeur unique , il s'en- 
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sait que pour chaque point donné de la circonférence 
d'un cercle y la tangente est unique aussi. On yoît , par 
cette discussion ; que la première méthode était aussi 
exacte ^ue l'autre ; mais elle était en même temps plus 
élégante et plus directe. 

1 15. La Taleur de a étant déterminée , iV ne reste 
plus qu'à la substituer dans l'équation de la tangente ^ 
qui devient 



a?" 



En la réduisant 9 et observant que les coordonnées x" y y", 
appartiennent à un point de la circonférence du cercle^ 
on peut lui donner cette forme très simple , 

yy" + xx" =zfi\ 

La valeur que nous venons de trouver pour a étant 
unique^ il s'ensuit qu'il n'y a, pour chaque point de la 
courbe , qu'une seule droite qui jouisse de la propriété 
par laquelle nous avons défini la tangente : on peut 
d'ailleurs s'assurer à posteriori, que cette définition est 
exacte : car la droite qui en résulte est tout entière hors 
du cercle^ excepté dans le seul point qu'elle a de com- 
mun avec lui. 

Gela se voit très simplement au moyen des équations 

dont l'un appartielit à la tangente , et dont l'autre signifie 
que le point de tangence est sur la circonférence du 
oerde. Si l'on double la première de ces équations ^ et 
qu'on la retranche de la seconde , il vient 

ya_2y/ + a/'* — 2jcx" = — R*. 
En ajoutant x* + y* à chacun des deux membres , Iç 
résultât pourra se mettre sous la forme 

. Cj — ;y.-')' Tf- 0? -T ^'> = X* H-y — R*. 



I^B pr^mî^ Qieinbte de cette équation nous donne ain« 
Ia T^louv de ^f 7f*^^-^&^ pour toivi les points qui soni 
aHué& 9ur U tangente. Or, pfiîsqoe cette valeur est la 
sonfiUQ de deux carrés, die est toujours positire, 
excepté lorsque ces carrés sont nuls; ce qui doune 
XT^x^ et jyzzsy^. Par conséquent, tous ces points, 
excei^ celui de tangenpe , sont hors de la circonférence 
du cercle; car, dans Fintérieur de cette circonfércnoç , 
on a j;*+j* — R*<^o; sur la circonférence même, 
x^+y* — R» = o; et au dehors, x*+j^*— R*>o. 

1 16. Une ligne droite inenée par le pofpt de t^r 
g^nce |>Qrpe^dipii)airement à }i^ t^iig^nte, se nomme 
une normale^ Si nou^ supposons pour spp équatiou 

la qoi^dition d'étr^ perpendic\il^î):.e a la tan(2;ente don- 
ner^ 

aa' -f- 1 = o , ou of =*^a 



X 



Ainsi Inéquation de la normale est pour le cercle, 

ou en réduisant, 

Cette ligne passç dpnc par Vorigine des coordonnées , 
q^i çjst icf le peçtjr/ç 4yf pevcle -, 4'pii Y^n yqit n^llire 
jjette pppgrf^tiç Ç9ivpup da^ les jèléff^ns de Qj^^étvi^, 
^e ^ f jiflgepf^ fi % pircqfi%eppe a^X perpendicuiaire 
à l'extrémité â^ r^ypn qitf p^§§ p*i? h pPÎ»*^ de ^taiiL- 
gence don^jé sur la cîrconférenœ ; T;egardo9s-le main* 
tenant comme inconnp , et pr/apôsons-nous de le déter- 
miner de manière qi^e la taagepte passe par ujn point 
donné hors du cercle. Soient x\y' , les coordonnées de 
ce point; puisqu'il doit être sur la tàngeàte', fl doit sa- 
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li$fajire à réquatio» dç qettç ligne; ce qui exige qu'on ait 

on â^ de plus^ 

y*+a:'^ = R». (a) 

Ces^nx équations seryiront à déterminer h$ coordon- 
nées x"y y'', du point de tangence en fonction de R, 
et des coordonnées x\ y', du point donné. En substi- 
tuant ces yaleurs dans l'équation de la tangente et dans 
celle de la normale , elles seront entièrement détermi- 
nées , et satisferont aux conditions demandées. 

Les équations précédentes étant du second degré, 
donneront pour a?** et y" deux valeurs. Il en résulter^ 
par conséquent deux points de tangence , et l'on pourra 
mei|^ au cercle deux tangentes qui passeront par Iç 
point donné. 

118. Mais, au lieu d'effectuer directement cette éli- 
mination, et de calculer les valeurs de x^ et de y" par 
l'e!ftt?*action des racines carrées , il sera plus élégant et 
l^uis simple de chercher à déduire des équations pro* 
posées d^ autres équations équivalentes ^ mais faciles à 
représenter par la Géométrie , et dont la constructioi) 
donne immédiatement les valeurs cherchées. £n effet , 
c'est un principe d'Algèbre, que l'on peut substituer au 
système de deux équations deux autres équations qui 
s'en déduisent. 

Or , si l'on retranche la première équation de la se- 
conde, on troisTe 

y*^^yy +a:^a--.a:V=;= o; 

zésuUal qi4 peut étra mis som la fovme 

En le comparant avec l'équation la plus générale du 
o$|>^q1^ avivée» dans l'artiolë lia, on ¥oit que le point 
de tangence qui a pour coordonnées xf' , y'*,%e trouve 
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sur une circonférence de cercle dont les coordonnées du 
centre sont —, —, et dont le rayon est \l 7-—. 

Cette circonférence a donc pour diamètre la distance 

du point donné au centre du cercle , ou ^/a;'* + y'*. 

Or , le point de tangence doit se trouver sur la cir- 
conférence du cercle donné, et dont l'équation est 

y» + x^^ = R\ 

Il se trouvera donc en même temps sur ces deux 
circonférences , et sera conséquemment donné par leur 
intersection \ ce qui est en effet la construction que l'on 
indique dans les élémens de Géomc^rie. De plus , les va- 
leurs de x" et de y" seront doubles , puisque , d'après 
leurs positions, ces circonférences se couperont ea 
deux points; et ainsi, il y aura généralement deux 
points de tangence. 

Cette construction indique même les cas où le pro- 
blème devient impossible : ce sont ceux où le point 
d'où l'on propose de mener la tangente , serait intérieur 
à la circonférence du premier cercle , car alors les deux 
circonférences seraient intérieures l'une à l'autre, et 
par conséquent ne se couperaient pas. 

Cette circonstance est également indiquée par l'ana- 
lyse, car, si l'on élimine x" entre les deux équations 
(0 yy + xV=RS y''- + a:"» = RS^ (a) 
^n trouve , pour déterminer y*, l'équation 

y « (o:'^ + y») — oKyY — R* (af^ — RO 1 
qui, étant résolue par rapport à y", donne, après ies 
réductions,: . . 

ou , en faisant soetir les facteurs icarrés de dessous' le 
radical, . ! 
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y — x'»+y* a/*-f- y^ ^ -^ ' 

et cette yaleur étant substituée dans la première équa- 
tion, entre x* ety*, il en résulte 

La quantité qui reste sous le rigne radical sera réelle, 
nulle ou imaginaire, selon que P©n aura x'^+J''*— R*> o, 
x'»+y»— R»=o, x'»+y^-*-R*<o.Dans le premier 
cas, il y aura deux pomts de tangence réels ^ dans le. 
second , il n'y en aura qu'un seul , dont les coordonnées 
seront y et x' ; dans le troisième,- il n'y en aura point 
du tout. Aussi, dans le premier cas, le point donné est 
extérieur au cercle proposé ; dans le second , il est 
situé sut sa circonférence; dans le troisième, il lui est 
intérieur. s 

1 1 9. Si l'on eût ajouté les équations en y" et x" au 
lieu de les retrancher l'une de l'autre , on aurait encore 
txouyé pour. le li^u du point de tâsgencè l'équation d'un 
cercle; mais ce cercle aurait eu son centre placé au 
point dont les coordonnées sont — î x', — ^ y', et son 

rayon eût été w àlK* + -■ — r-^— • Ce rayon eût donc 

été beaucoup moins simple à construire que celui de 
notre premier cercle. Ainsi, la combinaison qui a 
donné celui-ci, doit être éyidemment préférée. 

120. Cherchons maintenant l'équation de la corde qui 
passe par les deux points de tangence* Si nous représen- 
tons lès coordonnées de ces points par x", j'*'; ^"f.y'y 
la droite dont il s'agit devant les contenir , aura pour 
équation 

> - J'" =fcrj' (* - ^ )• 

7* Édit. i3 
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Or, le^ ce<»dMiiié^ x*, a:*, et jr% jr*, ont pour yaleur 
les expressions qtie nous yeno^ de trouvlp^^nsIe n* 1 1 8 
en appliquant le signe supérieur des radicaux à un des 
points de tangence, par exemple 9 k M", et le sigœ infé^ 
rieur à l'autre, par exemple /à M*. Donc^ lorsqu'on 
formerez leurs difiereoçes^ le terme commun aux deux 
racines disparaîtra , et Toit aura ' " 



d« là on lire 






et, en substituant cette valeur d^os l'équation de I» 
corde menée par les deux points y elle devient 

ai 

... ••)*'•- 

ou, en îMkusxA dispavaltlre le (MnémiMteur dfu second 
membre, 

Mais le point dont les coordonnées soni r ', oif y étant mi 
point de tangence , ses coordonnées satisfont à l'équÂ- 
tion (1)9 pttgB 19g. D'après cette équartion^jfty ^ Jk/af 
est égal à R^;; ainsi > l'an a^ pour l*^uation de la cord#>> 

é'é«t*à-^îte qu'elle est la même que œlle de la tangente, 
eri remplaçant daiis celle^î :t* par x, et jr* P^^ j. 

On aurait pu découvriji^ cette relation directement^ 
et s&ns rëcoui^ir aux valeurs effectives des coordonnées 
des points de tangence. Pour cela, représentons généril- 
lement l'équation de la corde par 

y = ûJp + ^, 



«I et fi élanfit des constantm itidéler^mées ; ^i on k com^ 
bîae avec Féquatioa du «ercle 

elle i^yra donner^ p^ùr rftcinesji les coordonnées des 
deiq^ j^înU â,e t^ng^npf qui lui siont commune ^^oc le 
cercle; ainsi^ Iqs valeur* de cea coçardoiyn^^, 4é$igné^ 
ici généralement p9«^ x, > j% devront être les piQ9(i€« qve 
celles des o^", y" y donpées par les équ^^tioi^s .(i) et (j^). 
Or, dans l'un e,t l'autre système , l'équation du eevdie 
est ^ même foriUQ* Donc, pour. que Ie3-,fé9ultat;9 de 
rélimÎAation s'accordent dans C)Ç« ^çu|: systèmes « îl 
faudra c^ue V équation de Ift drpite 3QÎt f^^^fi, d^ o^êfne 
forme, en çhan^çant. les x'' çn :ç, et le^.y',en jç^^^'^ippès 
cela, cette équation devra donc être 

comine le calcul effectif nous Pavait donne. 

On aurait pu encore parvenir à cette conclusion 
fl'ùné maniëré plus analytique et plus directe \ en effet , 
puisque. Ifis équations/ 

élMit colmbkiéé» plfr Mimination , doivent donner ^où^ 
sfc^ ety^ les coerdonnéià^ deâ deuic points de tangencè^ tim 
tt^ a'qUll eoiistrtiire le Heu géométrique qtii Représente 
elÉacune d^dkaF, en j considérant x'\ y'[^ comme va- 
rîaMfes^ ^t' les points^ cherdvé» seront diéterminés pài* 
l'intersection de ces cteux Keut:. Or, eh lés considérant; 
ahisi y h' se<D0nde rep«ése%tte lie c^rde méfmè BUt leç[uel 
«n offbl? )i^ dott^t pôiniisrdie taengetteè^ se trouvent tou- 
jours, et la première représente une ligne droite dans 
laquelle x" et y" sont 1^ coordonnées d'un point quel- 
cnqque. Cette droite est dbnc la corde même, supposée 

i5*. 



Soient a et Â les coordonnées d'un point quelconque 

situé sur cette corde ; les yalenrs de a et de 6 devront 

satisfaire à l'équation qui la représente , c'est-à-dire 

qu'on aura 

by'+ax' = R: (S) 

Maintenant 9 conoerons que l'on fasse varier la posi- 
tion du point M' auquel les coordonnées ccf, y, appar- 
tiennent^ et à partir duquel les deux tangentes sont 
menées. 11 en résultera deux autres tangentes, deux 
autres points de tangenoe, et une autre corde diffé-' 
rente de la précédente. Mais, parmi toutes les positions 
nouTelles que l'on peut ainsi donner au point M'^ il en 
6ét une infinité qui sont telles , que la corde menée par 
'les points de tangence passera encore par le même 
point dont les coordonnées sont aet b^ et ces positions 
sont toutes celles dont les coordonnées satisfont pour 
y% x\etk Téquation (3). Or, en y regardant^' et a/ comme 
variables , et a et 6 comme constantes , cette équation, 
représente une ligne droite qui rencontre l'axe des x à 

une distance de l'origine égale à -r-, et l'axe des y 

à une distance de l'origine égale à — ; de sorte que 

l'on peut aisément la construire quand a et ^.sont 
connues. Donc, si de tous les points de cette droite on 
mené deux tangentes au cercle, et que, pour chaque 
couple pareil, on trace la corde qui passe par les devçL 
points de tangence, toutes ces cordes se couperont au 
point dont les coordonnées sont aétb. 

121. Si, par ce point d'intersection, et par le centre 
du cercle, on conçoit une ligne droite , l'équation de 

. celle-ci, sera 

b 
y •= - X. 

-^ a 

• • • 

Or, dans Téquation (5), mise sous la même formej, le 
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coefficient de x' est — j ; c'est-àrdire qu'il est Tin- 

verse du précédent, avec un signe contKaîre; d*aprës ce 
caractère, les deux droites que ces équations repré* 
sentent, sont perpendiculaires l'une à l'autre. 

De là résulte une construction bien simple pour 
trouTer la droite, qui contient les sommets des couples 
de tangentes, quand on connaît le point de concours 
des cord^ , et réciproquement. En effet , soit O ce point 
(fig. 43). S'il est donné, tires du centre du cercle îe 
rayon GO, que vous prolongerez indéfiniment. Par le 
point O , menez une corde perpendiculaire à ce rayon , 
et par les deux points M'', M^, où elle coupe le cercle, 
menez deux tangentes qui iront couper en un point 
quelconque M', le prolongement du rayon GO. Ge point 
M^ appartiendra éyidenmient à la droite cherchée LL; 
alors il ne restera plus qu'à mener cette droite perpen-^ 
diculairement à GO. On roit même qu'il suffit de mener 
une seule des deux tangentes pour déterminer M', 
puisque œ point doit se trouver sur le forolongement 
de GO.. 

Réciproquement, si la droite LL est donnée, me- 
nez-lui la perpendiculaire CM', à partir du centre. Puis, 
du point M', menez au cercle une tangente M'M", et 
par le point M", menez la corde M^M", perpendiculaire 
à GM'. Le point O, o!i elle coupera la droite GM', serja 
le point d'intersection des cordes, pour les couples de 
tangentes menées de la droite LL. 

Gomme des propriétés analogues se retrouvent dans 
toutes les lignes du second ordre, on a employé des 
dénominations abrégées pour les exprimer. Le point O 
où les cordes concourent , s'appelle le pôle de la 
droite LL , d'où les tangentes sont menées , et récipro- 
quement*, cette droite se nomme la ligne polaire du 
point O. Mais quand on emploie ces dénominations, il 
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faut bien prendre garde de ne pas les confondre ayec 
celles que 1 on emploie pour les coordonnées angulaires. 
132. Nous venons de voir qu'en rapportant la cir- 
conférence du cei^ld à des coordonnées rectangulaires 
comptées dé soA centre , son équation ne renferme que 
lot carrés des Tarlabl^ jf et ar, et est dé la forme 

. y^ + x- = -R\ 

On peut se demander s'il esUte d'autres systèpies 
4^a:(es^eçtanguIaires,ou obUquesix pftr rapport auxquels 
cette équation ait encor/e la forme préeédeutei 
^ Four nous eik assurer, transformons les eoordoniléea 
X et y, sans changer leur origine, et sulMttituOns4eur 
d'autres coordonnées x\ y\ dirigées d'une manière 
quelconque, en sorte que les angles des nouveaux axes 
ayec l'axe des a? soient « et a^; on aura généralement 

Kii mettant ces valeurs de x et de j^ dans l'équation pré- 
cédente de là circonférence du cercle, elle devient 

y»(cosV+ sinV) + aa:ycos(et'— *)+aj'»(cos»(t + sin*«) =R* l 

ou , en réduisant , 

y* + ajcy cos {a' — a) + x'* = R*. 

La forme de cette équation difiFere de celle de la pro- 
posée, parce qu'elle contient un terme en x^y : pour 
faire disparaître ce terme, il faut prendre les angles 
a et tff, de manière que son coefficient soit nul; ce qui 
exige qu'on ait 

cos (et' — et) = o; 

d'oîi l*on tire 

tf =fit + 90**, ou «' = « + 270**. 

Ces deux valeurs de tf' nous indiquent également que 
1^ deux ai(es des x' et des y doivent être perpendicu- 
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laîres l'un à Tautre ^ et ainsi 7 il n'if a pa^ d-isuortv^ faoyatk 
pour (q^ue la coadition .proposée soit rexnplîç. ^ 

133. Dans les courbes du second ordre ^ on .lyppelle 
diamètres conjugués les systèmes d'axes qui ont la 
fvoprîéléde ramener les4^uatiotts à ne contenir qu^ 
ie% Cffrrés des Tariablct. Nous verrons Mentit qpiie^ ânm 
{yi^pse éi dMib l'hyperbole , il existe 4e sefliMiiUè» 
«jsttoneS) dafeis h iafol s im axes^soiâ: inclinés les «nk 
«n^Biaftreft Èona 4es atngles oSlî|ues; iuais on v6it, for 
^tf^4|ii tpféeèais^ quelles dîainètti» cdiifiigaés iAms "fe 
eerdb «sent toa)onn à angle-droit. 

Sut P Equation polaire du Cercle, 

i'â4. Nôtis avons tu , page 162, qu'au lieu de rapporter 
les courbées 'à (des coordonnées rectilignes , ^on pouvait 
les rapporter li des coordonnées polaires. Pour faire 
l'application Ae cette méthode au cercle ^ reprenons 
l'éqna^ft 

qui suppose le cetitrte du cerôle placé k l'origine des 
eoordomiceB x^y, ^. 44. MainCenant , pkçons teffittéâes 
nouvelles ckiordonnées -eki on point qiielbbnqiie 0>4j<dut 
CP', et P'O y ou a etb soient les coordonnées rectilignes; 
puis , ayant mené par ce point une ligne OX^, qui forme 
Aveo r«iM primitif -des .t; «n jingleet , pretioas fpmt aê^t^ 
Joimées «tfpsbnros le «rayon vecteur <DQIf ou t, ^ ¥èiif^ 
MOlL'^n v^ ^fu'il ^iferlne avec la iifgKB <3SC) nëiÊM'mff- 

^ons» d'4ipi^.l''artioi6 ioû<, 

i ' 
a: :^ a 4- ^ cos (y 4- *); y = J + r sin (v + fÔ» 

Ces valeurs étant; .sobfttituées sdanfi Téq^alnoii é» xci^olf ^ 
die devient ,^iflrès le» rédnottOBs tfaitos > 
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ou.^ en déreloppant les sinus et cosinas^ 

, r*+ 2(a cos * + i sin at)cos v 1 r + «* + i*— R*= o, 

f -f-2(tcosce — <zsînet)sm vj 

les ooeffijciens de co& v et de sin v peuvent aisément 
I s'interpréter et ise construire» Pour cela , par l'origine C 

des coordonnées, a. et b, menez une droite Co/ paral- 
lèle à la droite OX^ et formant comme elle un angle « 
avec QX. Alors si, du pôle O, on abaisse OP' perpen- 
diculaire sur cette ligne , les longueurs CF et P'O f^Jkr- 
ront être considérées: comme un nouveau système de 
coordonnées rectangulaires du point O; ainsi, en les 
nommant. a/ ^ty*, il y çiura entre elles et. les anciennes 
coordonnées a et 6, les relations générales établies pour 
de pareils systèmes dans l'article gS, page i5i. Oi si, 
V^ de ces relations, on tire les valeurs des nouvelles coor- 

données oi y^ 7 ce qui se fait aisément par l'élimination , 
on trouve , en remplaçant x par a , ^y par h , 

s, a;':;=acos«« + ftsinûfc, y'=6costf — asin«t; 

' et, par suite, 

I Ces quantités sont précisément celles qui entrent dans 

V l'équation en r^ en les y substituant , il vient 

r* + 2 (o:' cos v +y sin v) r + x'^ -f.y*— R» = o; 

c'est l'équation polaire la plus générale du cercle, dans 
laçielle il n'entre ainsi d'autres constantes que le 
nayonll, et les coordonnées relatives du centre et du 
pôle, prises parallèlement et perpendiculairement à 
la ligne d'où l'on compte les angles v. Cette équation 
étant du second degré, il s'ensuit que, pour chaque 
valeur de l'angle v, il y aura, généralement parlant, 
deux valeurs du rayon vecteur r, lesquelles seront, par 
conséquent, situées s\ir la même direction; mais si, 
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comme nous l'avons supposé dans l'artide loo, on con- 
Tient de compter les angles v depuis zéro jusqu'à la 
circonférence entière 9 il ne faudra considérer comme 
applicables à la courbe que les seules valeurs de r, qui 
seront positives; et exclure les négatives, comme in- 
diquant des points qui n'existent pas. 

Avec cette limitation > l'équatipn précédente caracté* 
risera le cercle, et fera <K>nnaitre ses propriétés tout 
aussi fidèlement que l'équation en coordonnées recti- 
lignes* 

ia5. En effet, supposons d'abord que le point pris pour 
pôle soit un des points mêmes delà circonférence ; il 
y aura alors entre les coordonnées a?', y\ la relation 

o/^ + y* — R» = o. 

Ce terme s'évanouissant, l'équation en r se trouvera 
satisfaite quand on aura r =: o ; c'est-à-dire qu'une des 
deux valeurs du rayon vecteur sera toujours nulle, quelle 
que soit sa direction ; résultat de toute évidence, puisque 
le pôle d'où les rayons partent, est sur la courbe. Sup- 
primant ce facteur , il reste 

r =— 2 (x' cos V +y sin v) } 

d'où l'on déduira une seconde valeur de r pour chaque 
valeur de l'angle v, c'est-à-dire pour chaque direction 
assignée au rayon vecteur. 

Afin de rendre cette expression plus facile à inter- 
préter, concevons que le point de la circonférence que 
nous prencms pour pôle, soit le point A, fig. 45 , situé 
sur l'axe des x' même , du côté des abscisses négatives ; 
les coordonnées rectilignes ' de ce point seront alors 
^=0,0/=— R, etla seconde racine de notre équa- 
tion polaire se trouvera réduite à 

r = 2Ucosv. 

Or, cette valeur de r caractérise parfaitement la cordot 
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AM idtt cerde, et «e eon^neut qu'à elie seule', car, d'à- 
h^rif dk Avmne ées valeurs positiiies de r povL^ tontes 
1^ Taleurs/de v^ dent Ie<»lsiiius >est positif ;^ ^'«st^'-dirè 
pow toutes celles qui «oel conîyttses enlre o^ é^t 90*,. 
<m €»tx« syc** «t 5^°; ee'quî Airîgd toujonits le rayoû 
vecteur r vers le côtéde TaiÉe AX' où le {wîrt ^ se t^ûVi6 ; 
aiMfimi^TAfm t méfié dt cecAté deas une dbec- 
tba ^èlconqve^ «oit eewittses, soit aende^ous de 
r«e AX', dottnerà iin pôtlit réel de U orarh*. Mais , 
pour toutes les autres valeurs de v comprises etitre 
^ et SL^o^^ leuf s «e&iniHs ^taht -négatJifo , dtes dwi»erdnt 
des valevnrs négatives de r *, et , pay <!»ttséq*eût, la courbe 
n*aiira avwun poiat réel swir lewff dti^ection. Ainai > en 
menant par le point A une droite AY' perpendiculaire 
à Paxe AX', la courbe sera située tout entière du pôté 
AB de cette droite , et ne s'étendra point au-delà. Main- 
tenant , dans les limites où elle existe , l'expression de 
la corde AM e&t également ficlèle ; car elle eîgnifie que 
cette corde est égale au produit de 2R ou AB, par le 
cosinus de l'angle BAM ; d'où l'on voit que , si l'on joint 
le point M au point B, le triangle AMB sera rectangle 
en M; ce qui est en effet une propriété caractéristique 
de la ieiroonférence décrite sur AB; ei'^ |Hàisqué cette 
propriété résulte de l'expression r, il €!st étident epse 
l'on en déduirait de même toutes les a«U«s % q«i son* 

des oonséquènâes néceAsaiiPes de^ceUb^^ 

126. Reprenons màîiitaMiiit l'équation générale f^ r ^ 

p«ge SOQ, et ré*)lton*-la par rapport à eette viriaHe. 

EUe doiiiie lœa deux solutidns t 

r=— (Aî'cosv+ysînv) f V^R»— :t^— y*+tJt <5bs iz-pj' smv»/v 

y =— (x'cosv +ysînv)— v/ïl*— x''*— y^+C^^&f+J' smv>*. 

Si le point O pris poar pôle est intérieur au cercle 
(fig. 46), R*— x'*— y* est une quantité positive. 
AlorS; la partie commutte aux deux racines se trouve 
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aéceswii^iftieat moniclre qù» la partie radidale* Ainsi) 
dans ce cas, la seconde tàleur àe r dvVietit cottsteiift-»- 
ment négative, et d^ étfe tëf^Xj^, Mâts la première 
est toujours positive ^ rieDé^ puisque la quantité àf^ 
fectée du radical est toute posith^; 6t> par conséquent,. 
eUe donne toujours ttne t«Llettr réelte de f et un poitit 
réel de la courbe pour toute ttdettr donnée dé v. Ôèst , 
en effet., <^e qui est t$yid)ent de s^inètte > puisque le 
cercfle est une coorbe fermée , et que le pèle O est stip^ 
posé lui être intérieur^ 

l&7^ Dans ce cas, ni l'on donne sûcéessivement k s^ 
deuJB TiJeuri telles qneV et i8o^+ if y ksquelW répon^ 
dront à deux rayons Tedteur s OM) OM^ situés sur une 
même ligne droite des deni oétés du pôle prifi( polir 
origine y les valeurs obrrëspoitdanteé de r seront 
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/ =— (x'cos /+ysin v') 4- /r*— x'*— y'MhÇ? cos i/^ +y^sinvQV 
r"=+(a:'co» v'+y W s/) + ^Vk^^ùif^^'^'^ùd'^v^^^ «in s/)\ 

En effet, 

cos (180 + 1/) =— eos v', et sin (180 + v') = — sin v'. 

Maintenant , si l'on multiplie ces valeurs de / et de r" 
l'iui9 par l'autre, comme la (seconde leontient la soiumede 
deux quantités dont la première est la différence^ en voit, 
que leur produit sera égal à la différence des carrés de 
ces quantités» Or, il arrive que cette multiplication 
fait dÎ5pamitre les termes affeotés de l'angle /, et il 
reste 

/r'rsR* — a/*— y*. 

l« produit de detil rayon* Vecteurs OM , OM', ainsi 
opposés sur une mtee ligne droite , est donc indépen- 
dant de leur direction; et sa valeur est égale aU produit 

deR4-V^i^*"+y^par R-.V/>4-y% c'est-à-dire 
au produit des deux sègmens OA', ÔB^, du diamètre 
mené par le poilrkt choisi pour pôle, ce qui est en etfe^ 
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1a propriété oonnae des cordes qui se coupent dans Pin- 
térieur d'une circonférence de cercle. 

1 a8« Supposons maintenant que le point O pris pour 
pôle soit extérieur (fig. 47). Dans ce cas^ la quantité 
R*— «'* —y* sera n^tire. Ainsi , lorsque la partie ra- 
dicale de r sera réelle , sa yaleur sera moindre que celle de 
la première partie conunune aux deux racines. Si donc , 
dans cette supposition de réalité, les yaleurs de l'angle v 
sont choisies de manière à rendre la partiehors du radical 
positive ; l'une et l'autre valeur de r du n^ ia6 se trouvera 
positive aussi. Il 7 aura donc alors deux valeurs réelles 
OM, OM', du rayon vecteur , et, par conséquent , deux 
points réels de la courbe pour chaque valeur de l'angle v, 
qui remplira ces conditions; en outre, ces deux rayons 
ayant l'angle v commun, seront situés sur la même di- 
rection rectiligne, et d'un même côté du point O choisi 
pour pôle. Or , dans ce cas > si l'on multiplie les deux 
valeurs de r l'une par l'autre en les désignant, pour 
abréger, par r' et ?^, leur produit, exprimé par le der- 
nier terme de l'équation en r, sera 

Conmie il est indépendant de l'angle v , il sera constant 
pour toutes les sécantes possibles menées du même pôle; 
et ainsi, sa valeur sera égale au produit des rayons vec- 
teurs OA^, OB^, menés dans la direction même du centre 
du cercle; résultat connu et parfaitement conforme à 
celui que nous avions trouvé pour les points intérieurs.- 
Parmi toutes les directions que l'on peut donnera 
la sécante OMM'i on peut choisir celle pour laquelle les 
deux valeurs de r sont ^ales entre elles ; alors leur pro- 
duit n'en demeure pas moins égal à x'' + y* — R*. 
Mais, par cette égalité , les points M, M^, se réunissent en 
un seul, et la sécante se change dans la tangente OM", 
ou OM', menée du point O. Ceci doime donc le théorème 
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connu ^ que le produit d'une sécante entière quel- 
conque^ par sa partie extérieure ^ égale le carré de la 
tangente menée du même point. 
,129. Nous Tenons de remarquer que toutes les Taleurs 
de V nesontpas propresà rendre la partie radicale réelle. 
JjdL limite de cette propriété s'obtiendra en cherchant 
la valeur de v^ qui rendrait nulle la quantité soumise 
a» radioal) on l'obtiendra donc par la condition 

(xfcosv+y sin !/)• + R'— a/»— /• = o ; 
d'où l'on tire ces deux valeurs , 

(1) afcosv +y sin v = + v/a;'*-|-y*— R% 
(a) x' cos V 4-y sin v.= — l/a/»+ y'»— R*. 

Mais ^ de ces deux facines, la négatire seule doit être 
employée ; car c'est la seule qui , étant introduite dans 
les expressions générales du n** ia6^ donne pour r 
des valeurs positives. Cette substitution faite ^ les deux 
valeurs de r dei^nnent égales; et il reste 

^ X^U^ Qst doiic la va^inr du dernier x^^ypn, vecteur qui 
limite la courbe. Ëa effets oa . j recûx|;naît la longueur 
de la tanjgente QM,'! pu O^'. menée da pô]|e O, doi^^^les 
coordonnées QP', FO, sont.xVy» :. : 

'Mais , puisque Yûtï peut ainsi mener du même pointQ 
deux, tangentes au^qercLe;, l'équaiJm de çpfidition trqu-: 
;ifge. jp^ur, y doit indigner de^ux valeurs de cet angle. C'est 
^^^i ce qui arrive^ çopf^e . on peut &'ea. assurer^ en 
chassant cos v par sa valeur en sin y.et Réciproquement ; 
car. l'équatiQ|x,.r^^uJit^n1;ç,.de cetjbe si^stitution est du 
second d^é./JMais f>n obtiendra, d^s e;(pre$sions -fUi^s 
faciles à interpréter , en remplaçant les consta^tefs 

?!»J!'a:'??^4?'*'^4^^.f4*^*^®* du centre et du pôle, par 
jieur^ valeurs en coordonnéqs angul?dres, dont l'une 
içral2>dis^nqp>3HÇW;l^ centire du fierçlç^, 



âo6 i^ egnchU* 

et l'autre sera Pâiiglte X*OC bu u • iotvètè pan* cette éî- 
»taB€eafvee Faxe CKX') an^ qu'il feutim compter eneore 
dans le même sens que if angle v. Alors, cet angle sur^ 
passant 180^ dans la figure 47 , oh. cependant cef et y* sont 
représenlées'eoâtfmé positivés y on aura étidemmeht ' 

i'=:— b^coçtt, yq=-TDVi,nui d'où x'^+y^z=:^\ 

Mettant «m iW^Î^Hf»- ^fim VoqjiwU^a Qa v, (|Vlf > HOIMA 
avons 4^si6»ée par (2) ,; eiq^i^ 4f^^ pPHT ^ ^e va« 
leur positive , elle devient 

— D' (cosJA co* w «+• sin M sin i^) == — k I/* — R* ; 

-,- • >.-■—•■ 

d'où Fôn tire - , 

ÇOS (v -T u) ==. -gp rj 

«à iMUD 'Suite) ' ^ 

sin (v — u) = ±: =r?. 

Or, ici , la vatew* positive de^v *- it Pèpitésôntè WOC^ 
pour lequel l'an^ M"OX^ oçi p surpasse COX' ou u; et la 
valeur négative de v *— a représenté Fangle M'*OC, pour 
leipiel V est moindre que ». €ès deu^x angles, d^a^rès 
yéqoAtîon ' ppéëêdèàte, ayant tm si^s* ^al , sont donc 
è^vOL entre ettx ; et , de plus , Ta valeur de' ce$ sinus étant 

R CM" •■ CW' '>^'.'^- 

^rf^^^r^if^ -^ W ?gQ> ils'eflf^it ftTO le^.4^ux 

triâto^ cour, 'CQWP*, seront rectangles, Pte enM^; 
Pkutre enM*^ ce qui est encore utiie'Jjrdfffîéffé' comnùé 
dès Ifeûx fangbntcfs iaéûées' stu; 6erclè','i partir d^ù 

Hiiétabie' jjojnt extéfrieur. ' ' 

'■ :i3o;l«aititï^attt', sîlW rfôhn:éàV^aé^ valeurs posït^^^^^ 

ôtt1iéôàtî¥és;ténésqu'Ê Ci^^'coVv 4yfeW 

ité'ifit^i limite ir^ 4y*^— Itn le pôfe O éftant toujôt^s 

éiHérifeui^tecerdë', la quanMté iôiiipi^ sîgnç 




^ 
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ïi*^ 1 aS sëèoBï imagmaireselles7mèmes. Ceci répond au cas 
où Ton voudrait mcnttr du pMe O à la courbe des rayons 
vecteurs qw ne sci^ienl paa oomfpm âaa» Pangte M^OM*^ 
des deux tangentesj et ^ esl; to^t ^plç^.q^'alQrs I» 
expressions de ces rayons dçvîeni^ent impossibles à réa- 
lisent. Maïs, înaljgré cetfe' iinpossibîlité , si l'on forime le 
produit analytique des deux valeurs de r, on trouve 
toujours qu'il e&i réel et ég^l à x'f +y? — R'.Getle pro- 
priété bien remarquable n'est pas particulière à l'e^em-r 
pie àèttreï; elle tient k ce que , dans toutes les équatiQiift 
qui ont un certain nombre de racines imaginaires > ççs 
racines se présentent toujburs par couples d'e la Tprine 

A -J- B V^— 1 , et A — B y — 1 ; de sorte que leur pro- 
duit A^ + B^ est toiqottrs uike quantîtéréelle. 

i5i.Pa,i)Al»dî^u^Î9^{fi'4^<^^^j toll^uaxMmft avoue 
voulu interp^rétei^ le? diyers ,I?^^ltat8 f|OWPW»i.:pa»ilfcré>^ 
solution. d(^ L'équ^if^ g^ioérale en r, mij^lm}9^yooB 
^cialçmçnt appj^qij^é?, aup^ fig, të eX^y 9^le pôk O 
était r^réâienté cçinme^^^ué d^i^ lei quadvans des aC 
et y poaitifs; mais nous auriof/; p4» fg^tl^^Éentt hb aipploN 
quer à toute autre position de ce pôle , en ayant , selon 
nos conventions géné^^jaij^)^ l(àttei^on de compter le» 
angles v et i^ dans le même sens , et de 0° à 36o^ li, c'est 
ÇQ dpoilfeai oèiin;i^eBf)akn^>'poiâ^K>nt ëiséiïiënt s^assurer^ 
^ p)«çtni'lefpwMiiOéâns dfautres'qttâdr^iîs /et re- 
^fHtifSfiPiÇMKt les caleuU |>riéeédeiis pôut^^c^tlé'nt^velle 
lii3rpotbë9B;iGsl «ijçretcekur se^ utile , 'en l'éîif âp^re-' 
«tuît;.kdDaiirrie lès -^i^tites^ Attdytîques ààû^ tdute la 
géi|çralit^ !^e}fisi^% aigçlàc^tisv^ l^émt ïobfe^dc» ^figufes 
46 bis et 4? biSf 




équation 
degré en r, qui appartienne à un cercle , cette équation 
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devra être réductible à celle. que nous avons pludliaut 
obtenue; ainsi ^ sa forme la plus générale sera 

. r* + ;i(Acosv4"Bfflnv)r-f-C*z=:o; 

et f en la comparant à l'équation générale 

r»4-2(a/çosi/+ysinv)r + a:'?+y».— R»=î=o, 

elle donnç 

. A = a/, B = y, C* = a/\+ y* — R». 

Les deux premières égalités feront connaître les coor- 
données, du centre relativement au pôle des coordon* 
nées angulaires, et ensuite , 1^ troisième fera connaître 
le rayon du cercle, dont l'expression sera 

Seulement , il faudra se rappelet* que , d'aprèis les con- 
ventions sur lesquelles nous avons établi nos construc- 
tions, les" valeurs de se' iet dey sont comptées' dû centre 
du cercle vers le point choisi; pour pôle; en sorte qu'il 
faut changer leur signe si Fbn veut les cpnâtruire à 
partir dé ce dernier point. ? 
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De r Ellipse: 



i33>.JEii ,prçnAnt> sur une. des génératricôs à'itn 
cône droit à base circulaire, une^distanecarbitr^irt^ ^^, 
comptée du <:entre , et menant par son exti^émilé un plAn* 
cou^^iit,. incliné de l'angle i: sur la] génératrice, nous 
ayons .trouvé pour l'équation généllde «de l'iàtersectioit 

. jf f eos*v -h 4ï"sin i sm (i + 2M/>-^ ax sin av sin i = o.. 

Lorsque l'angle i est compris entre p*^ et i8o*?— rat', 
nouis avons vu que le plan coupant rencontre seu^emenjt 
une dés nappés' de la surface conique , et donne généra- 
leftïèiit'pôùif' Intersection une œurbe fermée désignée, 
sous la détbminâtfoù d'é//ip^e. Nous allons discuter 
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en particulier les propriétés de ce genre de courbe. 
i54. Cherchons d'abord les points où elle rencontre 
l'axe des x , fig. 48. Pour les obtenir^ il faut faire jr = 0, 
ce qui donne 

jp* sin i sin (i + nv) — ax sin nv sîa i = o; 

le facteur sin i multiplie tous les termes de cette 
équation. Comme il est constant ^ on peut le supprimer y 
et il reste 

x^ sin (i+ 2v) — ax sin av = o j 

ce qui donne pour x ces detix valeurs i 

a sin ai' 

ceci nous apprend que la courbe coupe l'axe des x en 
deux points di£Pérens : l'un B, qui est celui que nous avions 
pris pour origine des coordonnées, l'autre B' , situé du 

côté des abscisses positives, à nne distance -;—>-:—; r, 

^ sm(i + 2i/) 

En effet, cette seconde valeur de x est positive dans les 

circonstances supposées; car l'angle v formé par les 

génératrices avec l'axe du cône , étant nécessairement 

moindre qu'un angle droit, 21/ est moindre que 180^ ; , 

ce qui rend sin av positif; et , de plus , sin (i+ ai') est j 

également positif, puisque i est supposé moindre que 

En faisant a; = o , on aura les points où la courbe 
coupe l'axe des^; cette supposition donne 

y = o, 

c'est-à-dire que cette rencontre a lieu à l'origine même 
des coordonnées. De plus, l'équation j'* = o donnant deux 
valeurs nulles pour y , on peut considérer l'axe des y 
comme rencontrant la courbe en deux points qui se 
confondent en un seul, c'est-à-dire qu'il lui est tangent; 
7* ÉdiL i4 




Pour suivre de plus près la marche de la courbe , pre* 
nous en général la valeur de j^ , jqous aurons 

, k • . ' • 

1> . I. " ■ _ ■ _____^_^__ 

V=it V — x*sinisiu(i— 2v) A-àx sin 2v sin i, 

^ COS 1/ 

Ces deux valeurs étant égales et de. sSgues contraires, 
la courbp est symétrique de part et d'autre de Faxé 
des X. 

Si l'on supposé x négatif, y devient imaginaire > 
car les coefficîens sin i sin (i + 21') , et sin ^v sin i 
étant dçs quantités positives , cette supposition rend né- 
gatifs tous les termes compis sous le radicaL La coUrbe 
ne s'étend donc pas du côté des abscisses négatives, et 
elle est limitée j dans ce sens , par l'axe des^. 

Lorsque l'on suppose , au contraire , y positif, les va- 
leurs dé y sont réelles tant que Ton a 

X* sin (i H- av) < ax sin ^v\ 

< ÇL sin 2i/ 
sin(z+2v) 

Mais elles deviennent imaginaires au-delà de cette li-* 
mite^ car, si l'on a 

ioisin iaiv 
"^ sin (i + 2t/) ' 

on en tire 



\\ a:*sinisin(i + 2v)>axsin2vsini; 

\ ce qui rend la quantité soumise au radical, négative. 

Par conséquent, la courbe ne s'étend, du côté des ab- 
scisses positives , que depuis l'origine des coordonnées 

jusqu'à l'al3scisse ^f^^ ^ , oi elle coupe l'axe des x- 

Alors les deux valeurs de y deviennent nulles en même 

tenips , et l'ordonnée prolongée est tangente à la courbe. 

h Ainsi , les deux branchés qui la composent , après s'être 
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jointes àîorîgine B des coordonnées^ 8*étendent symé- 
triquement l'une au-dessus^ l'autre au-dessous de l'axe 
des abscisses , se rejoignent de nouveau sur cet axe 
en F, et rentrent ensuite sur elles-mêmes ; de sorte que 
la courbe est fermée^ comme le représente la fig. 48. 
i35. Transportons l'origine des coordonnées en A 

au milieu de la li^ie ..." ■ — , à égale distance des 

oin ^f "^~ 21/) 

deux commets B^ B', maîïs comptons les nouvelles ab- 
scisses positiyeàient vers AB ; alors , si AP est une de ces 
nouvelles abscisses^ que nous représenterons par + a/ 
l'ancienne abscisse sera BP, ou a;, et l'on aura toujours 

flsi nav 

flsm (i + ai') 

Substituant pour x sa valeur dans l'équafion de là 
courbe ^ il vient 

sm (i -)- 21/) 
En faisant y = o , on retrouve 
, j_asinvcosi' 

oommQ oda devait être : 4aiai9 ici la bourbe rencontre 
en deu5 points le nouvel axe des jr, Représenté par A Y' 
dans la %are; car, en faisante' = o , on a 

', .4. _ . - / sîn ^ 

V ,sin(ii|-2i/) 
C'est la limite de la ctourbe dansïe sens des ordonnées. 
i86. L'éqfvation'de Péifipse pircnd ntie forme' très élé- 
gante quand oô y introduit les coordonnées des points 
B , B', C, G', dans lesquels elle covpe ainsi les nouveaux 
axes des ao et des jr. En effet , si l'on suppose 

^^_^ Q*sinVcosV g^ _ ^'sin'vsi nj 
sin* {i + QvY ""sin(i + 2t^' 

i4.. 
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on n'aura qu'à multiplier tous les termes de Véquatioil 
en y et a/ par 



a*sin*i^ 



sin* (i + avy 

et, eu supprimant l'accent de x% dont nous n'atom 
plus que faire , on trouvera 

Les quantités 2 A et aB se nomment les axes , et le 
point A le centre de l'ellipse. Lorsque son équation se 
trouve ramenée à cette forme , les coordonnées étant 
rectangulaires , on dît qu'elle est rapportée au centre et 
â ses axes. Si ces axes sont égaux , on a simplement 

y*H-x*=:A% 

équation d'un cercle. Le cercle est donc une ellipse 
dont les axes sont égaux. On voit méme^ d'après l'équa- 
tion de* l'ellipse, quelle est également symétrique, 
comme le cercle , dans les différens quadrans. A mesure 
que nous avancerons dans l'examen des propriétés de 
ces courbes, nous reconnaîtrons de plus en plus leur 
analogie. 

137. l?our distinguer les deux axes de l'ellipse , on a 
coutume d'appeler l'un le premier ou le grand axe , et 
l'autre le second. Il suffirait de changer j^ en x, et réci*- 
proquement <lans l'équation de cette courbe , pour que 
le premier axe devint celui des ordonnées , et le second 
celui des abscisses-, on aurait aloûrs 

A^x» 4- By = A»B». 
L'équation de l'ellipse ne change donc pas de forme 
lorsqu'on la rapporte à ses axes , qudl que soit celui 
d'entre eux qu'on prenne pour l'axe des abscisses. 

i38. Toute droite, telle que mAM, menée par le 
centre d^ l'ellipse , et terminée de part et d'autre à cette 
courbe se nomme un diamètre : il est aisé de voir 
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que tes diamètces se trouvent tous divisés au centre , 
en deux parties égales. C'est Une çonsétjuence de la, 
forme symétrique delà courbe; 

ûR* * 

iSg. La quantité -7- se BOjmme fe paramètre de L^t 

courbe : c'est une troisième proportionnelle aux deux 

axes. 

Si l'on se reporte à l'art, i o5,page 1 7a, et k la jBgure 35 , 

qui représente la section diiptique dans lè cône , on 

yerra aisément que, dam le- triangle GBB^ ^ fbrmé par 

l'axe de l'eilipse ayec lefr4feux arêtes opposées du cdne , 

qui passent par les sommets dç cette courbe y l'angle au 

sommet du cône est égal k 2v , et l'angle GBB' est égal 

à i. Ainsi» la distance GB étant a, le côté BB^' dp 

■ : :, \; , 1 , a sin &v sa siti v cas i^ 
ee tnan&le e»t eeal a .. ^.v; ■■ — r • ou --; — ^rr^ r- 9 

voilà pourquoi nous ayons trouyé tout à l'heure que 
cette quantité, qui est égale à sA^ représente la di- 
stance des sommets de FéUrnse. 

140. £a mtroduis£^nt les. expressions des axQ» A et 
B dans l'équation ♦^ ' * ' ' x 

y*oos' v+x*8În i sin (i+ àv) — ax sinàv sîit'i =i:b^; 

où Torigkie des coordonnées est au sommet Ë de la 
courbe 9 ce qui a^opère à l'aide du même multiplicateur 
dont nous ayons fait tout à l'heure iisage , elle dévient 

AV + B**'» -T ûB^Aa? == o, ■. , / 

et peut se mettre sous la forme 

B* 

$1 donc on désigne par a:', y\ x"y y" y les çoordpunées 
4e deux points quelconques de l'ellipse > on aura, 

i* _x (aA — xQ 
y^'^ x" (aA— x')' 
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<^e8t-àTdijre.que les carrée des ordonnées sont entre eux 
comme les produits diis, distances BP , B'P y du pied de 
ces ordonnées aux sommets de- !a courbe. - 

i4i« L'équation deTenipse^ rapportée à son centre 
et h séà'àxed> peut être mise sons cette forme 

t 

Si , d^ «point A, comme centre avec un rayon AB 
égel Ji A (fig. 49) > on déciit une circonférence de 
cer(;le^^]çi.^uatîoii;9«:« •*^ 

yyA•-.x^ ■ ■ 

Donc , c» j-epréseijtaftt .pay. ^y .et Y . les ordonnées de 
l'ellipse ^.çt.du «cercle qui correspondent aux mêmes 
abscisses^ Qn aura généxtikment 



' r 



•Se|pa.^9k&HB stra moindre ou plus grand que A, y 
sera moindre #u plus grand que Y. Par «pnsé^pient , 
si,, du. qçïitçg âa l'dUpsÇt ^^ ^t^f^T^ é§aux -à cha- 
cun d/ç ses axes, on d^çrU.^u^, circonférences de ccrclç, 
feUîpse comprendra la piiïs peUte, et ççsra, comprise 

dans la^tus grande, Cfîgv^^)* 

Il suit dé là que les deux axCs de Fellîpse sont, 

l'un le plus grand, l'aulre le flus petit de tous ses 

diamètres. 

En vertu de la relation pv^câdente > il suffit , pour 
trouver lès ordonnées de l'ellîpsé , quand on connaît 
celles du cercle décrit sur |in de, ses axes , de dimi- 
nuer ou d'augmenter ces âértiières dans le rapport de 
B & A : cette propriété donne plusieurs moyens de dé- 
crire une ellipse par- points,- lorsque Ton connaît les 
deux axes. 



143* Du point A ^ (x>inme contre , et avec les rayons 
ÂB, AG , égaux, aux deux demi-axes A et B,oa décrira 
deux circonférences de cercle (fîg. 49) ; ensuite on mè- 
nera un rayon quelconque A^M y et on abaissera du 
point M une perpendiculaire MP sur l'axe AP ; menant 
ensuite^ du point N, WQ parallèle à AB, le point Q 
sera l'ellipse , car il est visible que l'on aura 

AN B ■ 

PQ = ^PM = -7PM. 
^ AM A 

Seconde manière. D'un point quelconque D / pri^ sur 
le petit axe CC', fig. 5o, et avec un rayon DO, égal h la 
flifférence A— - B des deux demi-axes, on décrira un 
arc de cercle qui coupera 6B' qudque part en O. Par 
les points O et D on mènera OD , et l'on • fera 
DM = AB = A ; le point M sera à TcHipse. 

Car, si du point D, comme centre, l'on décrit le 
cercle ME > dont le fâyoh DM = A, on aura 

MO=B et PM=s^iQM=R2.QM. 

DM peut être une règle dont la longueur est A, et 
sur laquelle qq marque un poônt O » tel que iVjlO = B. 
En faisant mouvoir cette règle .dans , l'angle BAC , îe 
point M décrira, un qua^rt de l'ellipse deinandée : on 
aura les autres parties de l'ellipse en plaçant la règle 
dans les autres angles , et l'y faisant mouvoir suivant 
la même loi. 

143. On vient de voir que , pour tous les points 
situés sur l'ellipse > la viJéur de l'ordonnée y est don- 
née par l'équation 



pour un point situé hors de l'ellipse, mais relativement 
auquel l'abscisse x serait la même, la valeur de^* se* 
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rait plus grande : on pourrait donc la représenter par 
l'expression 

n^ étant une quantité positive. Au contraire, pour 
un point situé dans l'intérieur de l'ellipse, la valeur 
de y* serait plus petite , et prendrait la forme 

A^ 



y'=^Âi(A*-'^')->»*- 4>.* 



Ainsi, en faisant évanouir le dénominateur A* , on voit 
que l'on aura toujours 

hors de l'ellipse , A*j^* + B*x* — A«B* > o ; 

sur rellipsc , A^ + B*x* — A'B* = o ; 

au dedans de Tellipse , Ay + B^x* — A*B« < o. 

Par oonséqvent, pour savoir si un point est extérieur 
à l'ellipse, s'il est sur cette courbe, ou s'il lui est inté- 
rieur, il suffîm d'observer fe signe de la quantité 
A'j^'-f B'x» — A*B*. Cette propriété nous sera fort 
utile dans la suite. 

1 44. Si, par le point B' (fig. 5 1 ) , pour lequel 3' = o , 
et 0?=— A, on mène une ligne droite inclinée 
d'une manière quelconque ,^ elle aura pour équatiou 

^ = a (o: + A). 

Si , par le point B, pour lequel j^= o , et x = + A , 
pn mène une autre ligne droite pareillement inclinée 
d'ijine manière quelconque, son équation sera 

y = a' (x -^ A). 

Supposons que l'on demande que ces droites se cou- 
pent sur l'ellipse : il faudra, pour cela, que leurs 
éqi^tions puissent sub^ster en même temps et avec 
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celle de cette courbe (a® 107). Or, en les multipliant 
membre à membre , elles donnent 

y» = — aa'(A* — X»); 

et , pour que ce résultat s's^ccorde toujours avec Té*- 
quation 

il faut qu'on ait 

€ia = — * — : 
A*' 

ce qui établit une relation constante entre les angles 
que forment avec le plus grand axe les cordes menées 
de ses extrémités. Cette relation ne dépend que du 
^ rapport des axes. Dans le cercle , qui est une el- 
lipse dont les deux axes A et B sQnt égaux entre 
eùx^ on a 

et les cordes supplémentaires s'y coupent à angles 
droits 9 comme nous l'avons vu dans l'article 107. 

Il est visible d'ailleurs qu'en effectuant directement 
Félimination, conmie dansTart 109, on trouverait de 
miéme^ outre la condition précédente , l'équation 
aa' = o, qui signifie que les deux droites pourraient 
encore se couper sur l'ellipse , si Vnne d'elles coïncidait 
avec le grand axe ; mais cette relation , quoique vraie , 
est particulière à cette position : elle est par conséquent 
éti*angëre a la propriété générale que nous nous propo- 
sions de découvrir. C'est pourquoi nous pouvons nous 
dispenser d'y avoir égard. 

Réciproquement , lorsque cette équation a Heu entre 
les angles que forment deux droites avec l'axe, des ab- 
scisses, ces droites sont des cordes supplémentaires 
d'une ellipse dans laquelle le rapport des axes est égal 
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A 

à -rr , c'est ce qu*îl est aisé de voir en reprenant le cal- 
cul précédent d'une manière inverse. 

Ces considérations nous conduisent à one propriété 
assez coriense de l'ellipse. Imaginons que^ i^ur- son 
grand axe, comme diamètre , on décrive une circonfé- 
rence de cercle : cette circonférence sera extérieure à 
l'ellipse, et les lignes menées de ses points aux extré- 
mités du grand axe formeront entre dles des angles 
droits. Par conséquent, les cordes supplémentaires me- 
nées d'un même point de Fellipse , feront entre elles des 
angles obtus, puisque leur sommet sera intérieur à la 
circonférence. 

En faisant la même construction sur le petit axe y 
les propriétés seront inverses , puisque la circonfé- 
rence sera intérieure à Pellipse; tous les angles for- * 
mes sur cet axe par les cordes supplémentaires seront 
aigus. 

Il est facile de prouver que , de toutes les cordes 
supplémentaires que l'on peut .iTi^^ier aux extrémités 
des axes de l'ellipse , celles qui se coupent au som^i^t 
du petit axe forment entre eUi^s Vs^nglele^p^us^and, 
çt celles qui se coupent, au sommet du plus grftnd 
axe forment l'angle le plus pcjtit. Ces ^çtpriétés se 
démontreraient facilement eu cherchant lîexpression 
analytique .de l'aube formé .par deux cordes supplé- 
mentaires. Je laisse cette recherche, à .faire aux élèvçs 
qftî voudront s'exercer. 

i45. A mesure que nous avançons dans l'exauça 
des, propriétés de relll,p$e , nous voyons paraître une 
analogie frappante entre cette çQurj^ et la circonfé-*^ 
rei^ce du cercle. Quidé par .cette; analpgjie , cherchons 
à la reud]:e complète en comparant de plus en plus, 
ces deux courbes dans leurs diverses propriétés. 

Le cercle en offre une bien xemarquable , c'est que 
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les distances de tous ses points à son centre sont 
égales entre elles. Il est ^yident que cette ^oprîété n'a 
pins lieu dans TeUipse ; mais cependant on y retrouve 
quelque chose d'analogue. Si, sur le gnmd axe de cette 
courbe, de part et d'entre de. son centre , on marque 

deux points F, F', dont les abscisses soient db )/ A^r-rB'^, 
fig. 53, la somme des distances de ces points à un 
même point de la courbe est toujours constantet 

Cette propriété est bien facile à démontrer. En 
eSet , soient généralement x, ,^, les coordonnées d'un 
point quelconque M delà courbe, et nommons x^ l'ab- 
scisse positive ou négative des points assignés, laquelle 

sera ici di V^ A^ — B* : on aura, en appelant D* le carré 
de la distance MF ou MF , 

En mettant pour y sa valeur en x tirée de l'équation 
de l'ellipse, et substituant pour âf* sa valeur A"— fi*, 
cette expression devient 

OU , en substituant, au lieu de A'-~ B*, sa valeiir x"^, 

le second membre étant un carirë parfait, on peut 
extraire sa racine, et l'on a pour D ces deux va~ 
leurj 

l'extraotûm de la racine nous donne un double si- 
gne, parce qu'en effet, n'ayant pas introduit d'élément 
angulaire , il dépend de nous de considérer toutes les 
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distances D comme des quantités positives ou comme 
des quantités négatives, pourvu que nous soyons tou- 
jours fidèles à la convention que nous aurons une fois 
adoptée. Comme ordinairement le sigùe — est employé 
pour max^uer une opposition de direction, nons choi- 
sirons le signe + 9 ^ V^^ donnera 



D = A r-. 

A 



Maintenant il ne nous reste plus qu'à substituer suc- 
cessivement dans cette expression les deux valeurs 

données de x% c'est-à-dire it V^A* — B*; et en nom- 
mant D', D", les deux valeurs de D, que cette substi- 
tution donne, nous aurons 

A A. 

ce sont lés distances MF, MF' d'un point quelconque de 
la courbe aux deux points assignés. La première , prove- 
nant de la substitution de + V^A*— -B* pour a;', ap- 
partient au point F situé du côté des x' positifs; l'autre,. 

provenant de la substitution de — V^A* — B* pour af, 
appartient ail point F' situé du côté des x négatifs. On 
peut facilement Tériiier cette distinction ; car, en faisant 
a: = -|- A , ly et D" deviendront les dislances des 
deux points F , F', au sommet de l'ellipse qui est situé 
du côté de^ abscisses positives; or, dans ce ca$, x' etx" 
deviennent 

D'= A— {/IF^B^y D" = A 4- ï/A>^B% 

valeurs qui sont évidemment conformes à l'interpréta- 
tion que nous leur' avons attribuée. En ajoutant les 
expressions générales de ïï et de D'', la variable x dk- 
paraîtj et l'on a 

D'' + D'=aA; 



DB 1. ELLIPSE. 2131 

c'est -a - dire que la somme des distances D'^^ D' est 
^ale au grand axe de l'ellipse , comme nous l'ayons 
annoncé. 

Les points F^ F'^ ainsi clioisis sur le grand axe , se 
nomment les foyers de Pellipse» On leur a donné ce 
nom à cause d'une propriété physique dont ils jouis- 
sent, et que nous ferons connaître plus tard. 

On Yoit^ de plus, que la distance D% D'', de chacun de 
ces points à un point quelconque de la courbe est ex- 
primée rationnellement en fonction de l'abscisse x. 
C'est une propriété qu'ils possèdent exclusÎTement et 
qui les caractérisée 

146. En effet, si l'on se proposait de déterminer sur 
le plan de l'ellipse un point doué de cette propriété, en 
désignant par y' et x' ses coordonnées inconnues, et 
nommant toujours D sa. distance à un point quel- 
conque de l'ellipse , on aurait généralement 

OU, en développant les carrés et mettant pour^ sa valeur 

/ Wû^ 
%/ B* ~ tirée de l'équation de l'ellipse 

D«= fè!^Ç!)x»— axa;' + x'^+y^ + B»— 2/ \/b'— ^, 



X* 



il est impossible que D devienne rationnelle en x , à 

/ B*x* 
moins que le radical 1/ B*— -— - ne disparaisse du 

second membre, car ce radical lui-même est irréduc- 
tible, c'est-à-dire que l'on n'en peut pas dégager x» Or, 
pour qu'il disparaisse sans donner de valeur particu* 
lière à a: , il n'y pas d'autre parti à prendre que de 
rendre son coefficient nul, Cest-à-dire que le point, ou 



I 



en général le» points qui «atirfont à la question , na 
petttent être situés que sur Vun des oàr65 de Fellipse. 

Avec cette modification il vient 

. • ■ 

TA-*— B**^ 
D» = 1^ + x'* + ^ ^^ ^^ af — arr' ; 

il nous reste encore x d'indéterminée ; ainsi nous 
pouvons en disposer de manière à rendre le second 
membre un carré parfait et positif. Cest même la seule 
manière de remplir la- oondHi<» exigée , que D soit ra- 
tionnelle en itr et réelle. Four cek, il faut assimiler ce 
second membre au carré d'un binôme , tel que û-f** fcjî; 
c'est^-dire à ir»4-2ate+**x*; alors, en comparant 
les termes seihblables, nous aurons 

la seconde condititm donne ah=z -||j , et en éliminant b 

au moyen de la première, il en résulte û*= ^a_ga > 
substituant da«s la trolsi^e, il vient 

Faisant évanouir les dénominateurs, et réduisant, on 
obtient 

c'est-à-dire que les points chercbés sont au nombre de 
deux , situés sur \e grand axe de l'ellipse, à des distances 
de son centre égales entre elles ^ et exprimées par 

±: \/ A* — B*. Cette quantité s'appelle ovdin^jlr^ment 
Y excentricité; et comme elle est constante pour chaque 
ellipse, nous la désignerons en général par la lettre c, 




à laquelle nous conserTcrons désormais ôette signifi- 
cation. Pour qu'elle soit tééWe , on Toit qu'il faut que A 
surpasse B •, c'esl-a-dire que les points F, t^, soient pris 
Sut le plus, grand d6B as^. 

1 47. Cette valeur de c ou de a:', qui exprime la distance 
des points F , F, à rorîgtne , est très facile à fcon- 
struire; il suffît (fig. 5a) dettécirîf'ey de l'extrémité C du 
petit axe > comme centré , ttoe circonférence de cercle 
dont le rayon CFsoit égal au deihi-grandaxé A de l'ellipse. 
Cette circonférence co'iiperàiegrand axe en deux points , 
qui seront éYidemment F et F': des points se nomment 
les foyers de , l'eltipse ; leur distance c au centre de la 
courbe se nomme Vëxùeniricité. Qùatfd A =r B, la va- 
* leur de c est nulle; lès deux fbyers se réunissent en un 
seul y placé au centre de k courbe ^ et ?dli|)se se réduit 
à lin cercle^ _ 

il est facile de voir qu'en faisant x = ± |/ï'-i-B* 

dans l'équatiou de Tellipse j on trouve j^ = db -^ : 

c'est-à-dire que , dans l'èllipsè ^ la dobble ordonnée ^ qui 
passe par le fojer , ^t égale au paràiàëtre. 

i48. Les propriétés précédentes donnent un moyen 
simple et commode pour décrire une ellipse quand on 
connaît son grand axe et la position de ses foyers. 

On prendra du point B (fig. 53), une longueur 
quelconque BK sur l'axe BB'; du point F, comme 
centre , avec BK pour rayon , on décrira un arc de 
cercle; du point F', domme centre, avec B'K pour 
rayon, on décrira un autre. arc de cercle; le point 
, M, oJi ce^arcs se coupent , appartient à l'ellipse. 

Il est avantageux de décrire les arcs de cercle au - 
dessus et au -dessous de l'axe : par ce moyeu, on 
trouve à chaque opiération deiïx points de l'ellipse , 
et l'on en obtient quatre quand on porté successive- 
ment la même ouverture de compas à chacun des d^yersa 
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Cette méthode est la plus expéditive que Pon oon* 
naisse pour décrire l'ellipse par points : il est yisiblc 
qu'on peut l'employer lorsque l'on connaît les deux 
axes , puisqû'alors on trouve aisément la position des 
foyers. 

£lle a cependant un léger incoiiTénient , c'est de 
ne pas donner les points de l'ellipse pour des ab- 
scisses déterminées; ce qui est quelquefois nécessaire: 
mab alors on peut trouver ces points par les autres 
procédés que nous avons décrits. 

Lorsque l'ellipse doit être fort grande , comme cela 
a lieu quand on opère sur le terrain, on fixe aux 
foyers FF' les extrémités d'un cordeau dont la Ion* 
gueur est égale au grand axe, et que l'on tend par le 
moyen d'un piquet ; on fait glisser ce jpiquet de 
manière que le cordeau soit toujours tendu, et la 
courbe se trouve tracée quand il a fait ainsi une ré- 
volution tout entière. 

149. Occupons-nous maintenant de mener une tan- 
gente à l'ellipse,* dont l'équation est 

Ay + B^a^ = A*B». 

Soient x", y", les coordonnées du point de tan- 
gence; elles vérifieront la relation 

A»y"» + B^x"» = A*B». 

La tangente étant une ligne droite, et devant 
passer par ce point, son équation sera de cette 

forme 

y — j'" = a (a? — x"). 

Il ne reste plus qu'à déterminer a. 

Pour y parvenir, nous chercherons les points où 
cette droite , considérée comme une sécante , rencontre 
la courbe; et nous écrirons qu'ils se réunissent en un 
5euL Bans ces points , les trois équations précédentes 




.'Ont Imn •en même temps : retranchant les deux pre- 
aiiîères Vune de Vautre , on a : 

En mettant pour y sa valeur y"^a(x — x") , tirée 
de réquatibn de la droite , on trouve 

{x—x"y{A'lsay''+ a%x—x")] ^ B' {x +*")}=o. 

•Une des racines de cette équsttion est 

X = x" y et donne y =^y , 

parce que le point dojané «st commun à la tangente 
«t à la courbe : supprimant le facteur (x — x") , il 
reste 

A* [2ay^+ a^ {x — x") ] + B» (* + x'') = 6. 

Pour que la droite ^t tangente , il faut que la se- 
loonde ' valeur de x soit x", comme la première^ ce 
qui exige qu'on ait 

AW' + BV=o; d'où a = -.?^l-. , 

En substituant cette valeur dans l'équation de là tan- 
gente à l'ellipse , elle devient . 

ou, en réduisant, 

Comme il n'y a qu'une seule valeur de « , on ne peut 
mener par chaque point de l'ellipse qu'une seule tan - 
gente à cette courbe. 

i5o. On peut ici, comme dans le cercle, prouver 
que la droite ainsi déterminée est tout entière hors 
de l'ellipse*, car , si l'on reprend leis équations 

A»jy' 4- B Vx" = A^B% 
Ay,"^ + B'îc"* = A*B% ■ 
7* Édit - i5 



et^qi^ofi. retranche de la seoofide le double de k pre- 
mière, le résultat pourra être mis sousia fbrane 

La quantité A*^* + B*a:* — A*B*.est donc constammeiit 
positive pour tous les points de la droite, excepté pour 
celui iont les /Coordonnées' sont x" et y" : tous ces 
points , excepté cd\ih^e%^ng€noB,»sqnt^ifmj^^it^éshQ^ 
de l'elUpse. 

i5i. Si, par le centre et par le point de tangence on 
mène un ^diamètre , -son équation sera de laforme 

y =:ax. 

La condition dcpasser p^r le poii^t.de i^ûngenoe donnera 

à'oh a = ^. 

On TÏent.de voir que la valeur de a, qui convient à la 
tfmgmte, wt 

En multipliant Tune par l'autre les valeurs de a et 
de a% on trouve 

/_ B* 

A* 

Ce r^avlt^t . içtant qoçLf9r.p|ie^Ja jçppditiçîi.çbjt^u^^ans 

l'art. i44, nous apprend (fig. 54) q^i}^,U^f^i^^e,JfiT, 

et,le.,dian^è*re A])I,^qttijp^^,|^ liê^poinl^^ 

Qnt la pçppriéJté jd'êtr^e flç^j^r^QS «fiap^t^eiïtaireis 

A 
d'une ellipse dont le rapport des axes est ^, comme 

dans l'ellipse proposée. 
Ceci fournît un moyen très simple pour, déterminer 



la directlmt-de k tangente^ car y si Foik tiredeux cordes 
supplèai«ntairoi quelcoBqiïess, et qu'on désigne pfiiir «^ * , 
]e» Ungetites : trigonoiBétriquesf ^ des ati^es ^- elles font 
avec Paxe , on aura toufours eotre^eUeala relation 



tangente 

OR aura toujours e^ 

«*• — — ^p- 



On peut Hiener une de ces cordes paralfele au diamètre 
qui passo par le joint de.tangence, alors on aura 



d?où résulte au&sitdt 



•^'=ta^ 



«; 



•^z 



e^esl'riu-diTe que l^autve corde ser» parallele-i la tan- 
gettle». 

i5m Ainxi^ p«arise»er^ une tangente à KeU^Mse par 

un poîtit' M' donné suv . cette^ courbe ( %. 54) > H- faut 

mener ^ de ce poiitl-a%i( oeixiitï', le diamètre rAM: : par 

l^iiitvémîté^B^ d«.'l'àse BB', tirer k corde B'^/parallèle 

^ AM; MU, paraUèleàjBiK , sona la tangente demandée. 

On Toit, par cette construction même, que, si Ton 
mène le diamètre AM' parallèle à la corde BN ou à la 
tangente MT, la tangente de l'ellipse au point M' sera 
parallèle à la corde Q'N, ou au. diamètre AM. 

Il est évident que le même procédé peut sçrvir pour 
mener une tapgente à ^ellipse, para^llèlement a une ^ 

droite donnée; car soit DE cette droite; par Téxtré- 
mité B du premier axe, on mènera une corde BN 
qui lui soit parallèle; puis on joindra B'N; et par le 
centre , menant AM parallèle à B'N, M sera le point de 
tang^ce cherché, U. ne restera dotic plus qu'à mener h 

par ce ppinji; mie droite^ MX, parallèle à la ligne don- / 

née DE, ce sera la tangente demandée; etj, comme on 
peut répéter la même opération de l'autre côté de Taxe 
de l'ellipçe, il estévid^i^t qvi'il y aura deux tangentes 
parallèles qiii satisferont également à la question. 
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. 1 53. Lorsque deux diamètres sont disposés/ comme 
âM AM' , fig. ^t , de manière que chacun d'eux soit pa- 
rallèle à la tangente menée à l'extrémité de l'autre, on 
les nomme conjugués. L'angle MAM', formé par deux 
diamètres conjugués, est évidemment égal à celui des 
deux cordes supplémentaires BN, B'N , qui leur seraient 
respectivement parallèles. 

La dénomination que nous donnons ici à ces diamètres , 
s'accorde avec les conditions énoncées dans l'art. 123; 
car nous prouverons tout à l'heure que l'équation de 
l'ellipse, lorsqu'elle leur est rapportée, conserve la 
même forme que par rapport a ses axes. 

i54. L'équation de l'ellipse étant symétrique Fèlati- 
vement à ses deux axés , les propriétés que nous venons 
de démontrer seront communes à l'un et à l'autre, et 
l'on pourra leur appliquer la même construction rela- 
tivement aux cordes supplémentaires. 

i55. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
l'axe des x (fig. 55) , il faut. supposer ^ = o dans son, 
équation ; qui donne alors 



__A^ 



c'est la valeur de AT. Si l'on en retranche AP ou x", on 
aura la distance PT, du pied de l'ordonnée au point où la 
tangente rencontre Taxe des abscisses. Cette distance 
se nomme Soutangente; son expression est ici. . 



. A* — x"^ 
PT= /,— . 

X 



* Cette valeur est indépendante du second «e B ; elle est 

donc la même pour toutes les ellipses qui ont le même 
nremier axe A, et qui sont concentriques avec celle que 
nous considérons : eUe convient par conséquent encore 
aucercle décritdupoint A, comme centre avec un rayon 
ésçal au demi-grand axe. Ainsi, en prolongeant lor, 
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donnée MP de l'ellipse jusqu'à sa rencontre avec le 
cercle^ en M', et menant à ce point la tangente M'T, MT , 
sera là tangente à l'ellipse au point M. 

Cette construction s'appliquerait également au se- 
cond axe, sur lequel l'expression de la soutangente 
serait indépendante de la valeur du premier. 

i56. Les formules précédentes peuvent encore être 
employées lorsque la tangente doit être menée par un 
point extérieur à l'ellipse , et dont les coordonnées sont 
connues» En eflPet, en leà supposant représentées par 
V,^', elles do went vérifier l'équation de la tangente i. 
ce qui donne ' . * * ' 

(i) A'yy + Wx'x'':=A'W. 

On a de plus , le point de tangence étant sur l'ellipse , 

(2) Ay ^ + B V> z= A'-B^ 

En regardant 3c",y"y comme inconnues , ces deux équa- 
tions suffiront pour les déterminer , et on substituera 
ensuite leurs valeurs dans l'équation trouvée ci-dessus 
pour la tangente. Il est facile de déduire de cesformulcs 
un résultat analogue à celui que nous avons obtenu 
pour le cercle dans l'art. 1 18. De plus, en éliminant j" 
entre elles, on trouve • ' . 

( A»/^ + B V^) x"^ — aA^B^o; V — A4 {y^ — B') = o. 

Cette équation , qui est' du second degré , donnera 
pour x" deux valeurs ; et ces valeurs seront réellejy 
lorsque la quantité 

A+B^x:* + A* { (/*— BO (A*j^'^'4- B V^) } , 

qui entrerait sous le signe radical , sera positive. Or, en 
réduisant cette quantité, elle devient 

' Ay »' ( Ay * + B^x'^ — A*B*). 
Ainsi ^ les deux valeurs de x'i seront téclleiloi^squc la. 



quantité A*/* -h B* a?'* — A*B* acra ^sttive ou Qidie , 
e'ast-à-dire ;lorsque le point domié s^a ^si^^é bprs .4e 
FeHipse , ou sur cette courbe iiiêaie.l)a^s ce cas , chacpte 
v^eur rédle de x" doimera uneTs^eur de j^'^.égalenqi^nt 
réelle : il y aura dbac doux .points de.tangenoe. Awî > 
par un point JÂ' donné boicsde rellip^e, on peiit tou- 
jours mener deux tangentf^'^ <3ette coarl^, et qn n'en 
peut mener dayanta^^. Nouswironsbieotét desmojens 
^ciles ppur Içs construire ^éométriquemc$nt« 

1 5/. Occupons-nous maint^nai^t de mener une nor- 
male à l'ellipse : puisque cette norm^e est une Ugiie 
droite qui passe par le point de tangence^ sonéq^t^om 
sera de la form(; 

Mais y de plus y elle doit être perpendiculaire à la tan- 
g^ite^ pour laquelle on a 



~ — ^ ^ 



A-> .."• 



Il faut donc qu'il existe entre a et a' la rd^tion 

«a'+.i =o, 
qui donne 

\_A» y 

Alors.l'équation de \^ normale deyient 

Pour ayoir le point oii eHe rencontre l'axe des Xy il faut 
suppo^or j n»li et eUe dQ»ne alors ( %. 56 ) 

_ A'— B» „ 
Cest la yaleur de AN : en la retrandbant de A£; qui est 
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représenté par x*, <m aiMra> la distaBc& dorfiiedL'derlWtr 
donnée au pied de la normale. Cette distance se nomme 
Souiwrmale; et,, d'après l'expression précédente, on 
trouve pour sa valeur 



PN = 



B* xt 



On aurait obtenu imimédiatement ce résultat, en pre- 
nant là valeur de j>.-*^'Jp? dàiH>Béi}tttt)ônidè Ift normidef^. 
après y avoir fait j' nul. Cette valeur* est positive otn^né" 
gative ', en: même tempsrque s-?; et le âgne qtikUèipBeiid 
indique sa position. par rafi|^rt: à» l'iôffigine. Cette:- ne-* 
marque s'applique aussi ktlâiSoutav^siites 

i58. Les directions de la tangente et de la normale 
dans l'ellipse ont un rapport^ remarquable' avec- celles 
des lignes menées des deux foyers aux points de tan- 
gence. Nons-^ailôns examiner ces* propriétés. 

Si du foyer F, pour lequel ^=o, et x ='^A.^— B^ 
(fig. 56), on mène une ligpç droite au' potnt de tan- 
gence , son équation sera de la forme- 

Si l'on fait, pour pjus de simplicité', V^A*— 6^ = c ,. 
la condition de passer par lé foyer doiuiera 



=..^.^ 



0' 
X 



La tangente à l'ellipse ayant pour équation (n** 14^ } 
.y -^y i=ût(a;— a;"), dans laqfielle a= TTr^ 

l'ianglè FMT, qu'dle forme ^arroc Ik dfcoite menée -dW 
foyer , aura pour tangente trigoBométrique Ott**5o).' 

a •— « 

1 4: ût«' 



ou^ en mêttazit pour a et « leurs valeurs ^ 

A'^y » + B' x"^ — B» ex" 

cette quantité se réduit à 

B» 



^f 



en obsani^ant que le point de tangence est sur l'ellipse^ 
et qae A^ — B* ==: c*. 

Pareiliement ^ si de l'autre foyer F', pour lequel y^=o 
et jc==— rc^ on mène au point de tangence une ligne 
droite ^ elle aura pour équation 



j^-y'' = -' (*-*"), *' = 



_ y 



.// 






L'angle FMT de cette droite avec la tang.ente à Fel- 
lipse j aura pour tangente trigonométrique 

a — d . xji 'M - ^^ 

7, qui se réduit a — 






quand on y met pour a e^tt' leui*s valeurs. 

Les angles FMT , F'MT, ayant leurs tangentes trigo- 
nométrîques égales et de signes contraires^ sont supplè- 
mens l'un de l'autre : ce qui donne 

FMT+FMT = i8o<'; 

et comme on a aussi 

rMT + rMt=zi8o% 
il en résulte 

. FMT=F'M^. 

Ce qui nojus apprend que^ dans^ l^ ellipse j le$ droites 
menées du. point de tangence aux deux foyers j font avec 
la tangente j et du mime côté de cette ligne ^ des angles 
égaux. 

Il suit de là que la^ normale dipise en deux parties 
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égales l'angle formé par les deux rayons vecteurs rthenés 
des foyers à un même point d^ la courbe, 

159. Cette propriété fournit une construction très 
simple pour mener une tangente à l'ellipse par un 
point donné* 

Supposons d'abord que ce, point soit sur l'ellipse. 

On mènera les rayons vecteurs FM , F' M (fig. 67 ) ; on 
prolongera l'un des deux, par exemple, FM, d'une 
quantité MR égale à FM. Joignant K et F, la ligne MT, 
perpendiculaire à FK, sera la tangente demandée; car> 
d'après cette construction , les angles TMF, TMK,F'M^, 
sont égaux entre eux. 

On peut aisé9ient s'assurer qu'en effet la droite MT 
no rencontre la courbe qu^au point M ; car , pour tout 
autre point t de cette tangente , on aurait F^ == ^K , et 
par suite 

F^-fF^>F'MK; 

et comme FMK=2A, le point t n'appartient pas à 
'ellipse. 

Si le point donné, d'où l'on doit mener la tangente, 
est. e3|.térieur à l'ellipse, et situé, par exemple, en t; 
alors du point F', comme centre avec un rayon F'K égal 
au grand axe 2 A , on décrira un arc de cercle ; du point t, 
comme centre avec un rayon /F> on décrira un autre arc 
de cercle qui coupera le premier en K. Menant FK, le 
point M sera le point de tangence; et , joignant M et ^ 
par une ligne droite, on aura la tangente demandée. 

En effet, d'après cette construction, ^F = ^K, de 
plus, FM -f MF == 2A, et FM + MK = 3A : on a 
donc 

MF =r MK. 

La ligne M^ est donc perpendiculaire sur le milieu 
de FK : donc les angles FMT, FM/, sont égaux , et la 
^oite ^MT est tangente à l'ellipse. ' 




^4 DE l'eLUP^. 

Les oerctes^décrits des points F^ et ^ , GomAie centres ^ 
se coupent géni»!aleiBei»teR ^bux poîntSé Celte eonstruc- 
tkm dkmnsrft donc les»deu&taiigentes-^Bi, Mf, qœ lk)n 
peut mjeiier à i^ellipse» par wn point estépieur. 

1 60. £n transportant ici les raisonnemens qae nous 
avonS'£ait(n*'iâo) sorleff iateneotion» des-rârd^S'qui 
joignent les poimt» db tangenoe* cxxtresp^OÊéax»* à un 
même point extérieur , 0» en ^rra iiattro dès^pvopriétéis 
absalnment analogues. à^oeBe» qcienottB airon^- trouvées 
alors pour le cevdei 

En effèt^ pour ohaqHâ point efttémiiff Af, ilg. 58^, d'oif 
l'on mène deux, tangentes à l'ellipse>, les coordonnées 
x'*, y" y des deux pcmta de: tangenee M", MT, santi déter- 
minées^ par la oombîmasoMdeB équation» 

On peut donc obtenir ces coordonnées par l'intersection 
des deux lieux géométriques que ces équations représen- 
tenl, eny considérant x" et^^^'oomûievariables, ety , x, 
coordonnées du point M', comme des constantes dbnnées. 
Alora >. la. secoocb est FeUipse mëme^ k laquelle on mène 
les tfloigettles; et bi première^ étant linéaire , appartient 
néç^^saî^ement à la droite qui) passe les points' de 

Si l'on veut qiui; eetli» covde passe par un point 
donné O dont lea oooiKloiinées soient a -eti^ il faudra 
qoç ei^s cordoi^.éjs^) étaM prises ^ pour x" et )a% satis* 
fas$e^t à son équatia9 , de aorte que l?on ait 

A%- ^ B^af = A*B*. (3) 

Maintenant si, sans changer a et 6 , oit fait varier y! 
et x' coordonnées de M', de manière que cette condition j 

soit soujours remplie , il' est clair que la corde qui en -j 

résultera passera, tpujp^rs. par le poin^d^iit les^ooox- 
données sont a et ^. Or, œ mode dex^iatipi^ place 1^ 
point M' sur la l^jjie droite repi:é;^tée jar Téqua- 



\ 



iliott {3) ,«11 y re^gandaBiy et x' onnme vacùitles. Donc, 
si ,de tous les pmnts de cette droite jque Fen pettt con- 
struire d'après son .équation ^ on mène deux tangentes 
à l'ellipse^ et que, pour chaque couple pareil , on trace 
ia corde qui passe par les deux points de tangence, 
toutes ces cordes se couperont en on mène point O , 
qui sera celui dont lesooocdoiinèes sont a et è. 

Si; par ce point d'intersection et le centre de l'el- 
lipse, on conçoit une ligne droite AO , que nous nomme- 
rons rayon vecteur , son équation sera 

b 
•^ a 
En combinant cette éqUation avec celle de l'ellipse 

on aura les cooi^donnée^ dçs points N, N', où elle ren- 
contre cette courbe. Dé«ignon§-les par a, , yi : Içurs 
valeurs seront ' 

^ _^ «AB _^ iAB 

Maintenant; si Vôn substitue ces valeurs pour af et y* 
dans l'équation générale de la tangente , laquelle est 

A'|y/ + B*a;x* = A»B% 

on aura l'é^î^tion particulière de I^ tange;nte menée à 
l'ellipse par le point d'intersection N ou N' que l'on 
aura considéré. Ce sera éyidemment 

- ^ A^'ày -^ $i^fis = AB V" A»^»*+ BV- 

Or^si l'on eoppavecette équation aWoFéquaiiûai (3), 
on voit que les coefficiens des variables x^y, 3i/%y'y 
sont les mêmes dans toutes deux. Par conséquent, ks 
deux droites que ces équations représentent, sont pa- 
rallèles Frac à Pautre. 

On a vu plus ha^t qu'^n considérant y% x", comnic 
xairiabks, ks deux points 4e coataot des tangentes me- 
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nées iVuu point quelconque M'^ sont^situés sur la corde 
dont l'équation est < , > 

Ayy +'B"x V = À*B». (i) 

Or, si le point M' était choisi de manière qu'il ne 
trouvât sur le prolongement du rayon. mené du centre 
au point dont les coordonnées sont. a et;^> le rappbri 

•^ deviendrait égal à -, et la corde représentée par 

l'équation (i) deviendrait parallèle à la droite, repré-> 
scntée par l'équation (5); elle serait donc également 
parallèle à la tangente menée à l'ellipse par le point 
d'intersection de cette courhe avec le rayon vecteur 
que nous venons de désigner. 

De là résulte une construction bien simple pour 
trouver la droite qui contient les sommets des couples 
de tangentes quand on connaît le point de concours des 
cordes, et réciproquement : car si ce point est donné et 
désigné par O , fig. 58 , menez d'abord du centre A le 
rayon vecteur AO, que vous prolongerez indéfiniment; 
ensuite; par le point N , où ce rayon rencontre l'ellipse , 
menez une tangente à cette courbe; puis, par le point 
donné O, menez une corde parallèle à cette tangente ; 
enfin , par l'un des points M'' oii cette corde coupe l'el- 
lipse, menez à cette courbe une nouvelle tangente, 
qui ira rencontrer en M' le prolongement du rayon vec- 
teur AO. Le point M' sera situé suç la droite, dont O 
est le pôle, en prenant ce terme dans l'acception que 
nous lui avons donnée (n** lai). Alors, par. le point M' 
ainsi déterminé , menez une ligne LM'.L parallèle à la 
tangente, ce 'sera la droite cherchée.: 

Réciproquement , si la droite ÏX est donnée, il fau- 
dra mener h l'ellipse une tangente .TAT,' qui lui soit 
parallèle; ce qui se fera par le moyen des lignes sup- 
plémentaires tn** i52). Le point.de tangenée N étant 
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ainsi connu, on-Jui mènera du centré de Fellîpse le 
rayon vecteur AN: , qui , prolongé , - ira couper Ja droite 
en un point M', duquel on mènera à l'elUpse une tan-- 
gente M'M" j enfin , du point de contact de cette tangente 
avec la courbe , on .tirera le. corde M''M^, parallèle à 
la droite donnée MX; et le point G, où elle coupera le 
rajon vecteur AMMf, sera le point d'intersection des 
cordes pour les couples de tangentes menées de la 
drQ,ite LML'. 

Cette construction s'accorde évidemment avec celle 
que nous avons ti'ouvée pour ce cercle dans le n** 121 ; 
car la ligne LML' étant alors perpendiculaire au rayon 
COM', se trouvait par cela même parallèle à la tangente 
menée du point N à l'intersection du cerclé avec le 
rayon vecteur. '- 

De V Ellipse rapportée à ses Diartiètres 

conjugués. 

i6i. On peut trouver une infinité de systèmes. de 
coordonnées obliques relativement auxquels Téquation 
de l'ellipse conserve la même forme qu'elle^ient de nous 
offrir en la rapportant à ses axes ; c'est-à-dire qu'en 
nommant x', y' ces nouvelles coordonnées , l'équation 
transformée ne contienne, comme l'équation primitive , 
que les carrés des variables a:'*, 3''% avec uii terme con- 
stant. En supposant d'abord conditionnellement une 
telle réduction possible , il est facile de voir que tous les 
systèmes dont il s'agit, devront avoir leur origine placée 
au centre même de l'eHipse -, car si l'on considère un 
point quelcotique de ç^t^c courbe , dont les .coordonnées 
ainsi exprimées soient + x et -f- y y puisque l'équation 
transformée ne <loit contenir que les carrés de ces va- 
riables , elle se trouvera également satisfaite par les points 
dont les coordonnées seraient — x\ +J'';, — x\ — y\ 



^x') -«-»*y; <:^est-à-<lire fsrr fes pointe qnî seraient 
situés (Fune manière sjméérique éatns les imtres an^leA 
formés par les ttxes des ooovdMiwées. ^însi, t!Mite ligne 
dvdte menée par cette origine , sera confiée de» d«Qit 
cdtés par In coucl^e à des distances égales ;. propriété 
(pli, ckns PelKpse,t m'appartient géncralement qu'au 
centre, seid point aatoar dnipiereUle est sjmétriqpie* 
ment disposée. 

Les axes de coordonnées obliques dont nôna suppo- 
sons ici rexislenee , ooupeKNit donc toujmiro' TéÛpse 
sutrant deux diamètre» inelinéa Vint suv l'autre d'un 
certain angle conveoudd^pom: la réduction: ckoat îls'iigît. 

Le& diamètre» qpn se oomUoçkit ainsi enaemUe , i0nt 
dits conjugués. 

Pour reconnaître si l'ellipse a plusieurs système» d6> 
diamètres conjugués, et quelles sont leurs positions, 
reprenottô son équation rapport^ au centre et aux 

rectangulaires, laquelle est 

déplus, puisque les diamètres conjtigaés, s^il en exiile^ 
doivent se couper au centre de Pellipse , il^ suffira d'em- 
ployer les formule» 

st=zx cos * + J'' cos « , y •= jf' sin #p + j' sin «', 

qui fervent ^ p^^$sar d'uA système dç^ cprdonnée^ recr- 
tapguli^ea k ào^ coordonnées quelconques qui ont la 
même Qcigineu ï)9 substituant ces val^rs de x et de ^ 
dans l'écpiatioipi d< l'elUpse , qui Qst 

elle devittit 

f(A*sinV+B^OosV)y'»+(A'*8in'*+B»oos*»yMi_^5g, 
1 •+■ a ( A'Siin et sin « + ^ cos * cos « ) x'y' y 

Pour que cette équation soit de même fonne que celle 
qui est relative avix axes , il faut qu'elle ne contienne 
point le rectangle x' y des coordonnées. Il faut doncr 



N» 




profiter de rindétermînation de « et de «' pour faire 
disparaître ce terme, «en rendant son jcoeflicîent nul, 
,ce qui donne la cenditiou 

etl'.écpia!tîoBjdek.*oou]i)e-8e «éduît & 
lA.^àmV+9'cof^a)y*+ (iL»sin*« + »lcos V) x'* = A*B». 

1 62. Cherchons à interpréter les résultats* que nous 
Tenons d'obtenir. Xa condition qui existe entr-e «t m' 
np suffit pas pour déterminer ces deux angles; elle fait 
seulement connaître l'un d'eux quand l'autre est connu. 
On peut donc prendre l'un des deux à Yolonté, et par 
conséquent il existe -une infinité de systèmes de coor- 
données obliques tels que ceux que nous cberclions. 

Un de ces systèmes est .celui même des axes de l'el- 
lipse; car la. relation de et et de et^ est satisfaite quand 
on suppo3e im * = o , et cos «' = o ; ce qui fait coïn- 
cider les 3/ avec les a:, et les j^' avec les j^. Aussi, par 
ces suppositions, retombe-t-on sur l'équatipn aux axes. 
On satisferait encore aux conditions données , en faisant 
sîn «e' = o , cos * =;;= o; ce qui donnerait encore l'équa- 
tion aux axes, avec cette seule différence, que les x' 
coïncideraient avec les y , et les y avec les x. 

<^e sont là les seuls systèmes de diamètres conjugués 
qui puissent être rectangulaires. En effet, supposons 
i^ïl y en 8^ d^autres, ils devront, ainsi que les précé- 
dens , satisfaire à la condition 



« 



f rt^O ♦ ^„ ' -vrtO 



ce qui donne 



90**,' ou « = 90° + 4; 



sia «e' = sin 99° ço.s« + cos 90** sin « = -f- cos «^ 
cos «^sEiCOS^o*' cos « — sin^o'' sincs z::-*- sîn « ; 

or, ces valeurs ét^nt substituées dans l'équation de 
condition 

A' sin « sin «t' .^ B cos « cos <*' = o , 



1 
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elje devient 

(A* — B*) sin « cos ût=io-y 

et comme on ne peut pas disposer des quantités A et B 
qui sont données par la nature de l'ellipse que l'on 
considère, on ne peut y satisfaire qu'en faisant sin «=0, 
ou cos « = o; suppositions qui nous ramènent précisé- 
ment aux deux cas que nous venons d'examiner, et qui 
nous conduisent toujours à l'équation aux axes. - 

Si l'ellipse se changeait en un cercle , on aurait A ■=: B , 
et l'équation de condition se trouverait satisfaite d'elle- 
même, quelque valeur que l'on voulût donner à l'angle «. 
Ainsi, dans le cercle, tous les systèmes de diamètres 
conjugués sont rectangulaires, au lieu que dans l'el- 
lipse, les axes seuls jouissent de cette propriété. 

i63. On pourrait voir également, par la seule ana- 
lyse, que les systèmes des coordonnées qui peuvent ré- 
duire l'équation de l' ellipse à contenir seulement les 
carrés des variables, ont nécessairement leur origine à 
son centre.'Car si l'on prenait les formules de transformar 
tions les plus générales, on trouverait que les termes qui 
transportent l'origine , introduisent dans la transformée 
les premières puissances des variables , et doivent nécesr- 
sairement être nuls pour que ces' pubsances disparaissent. 

i64. En faisant successivement j^'p=o, ïr' = o, on 
aura les distances de l'origine des coordonnées aux 
points dans lesquels la courl)e coupe les diamètres aux- 
quels elle est rapportée. Si l'on représente ces distances 
par A' et B', la première étant comptée sur l'axe des^'> 
on trouve 



A^8in»«4-B»cos*«' A»sinV.+ B^'cos*^' 

lit l'équation de la courlje devient , . , 

A'^y^+B'^ar'^rrrA'^B'S 
2A', 2B', représentant les longueurs defedeux diamètres 
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oonjugné&sOii afipcfie ipnrtmètre <)\m idijaunStre une 
troisième proportÎNMmelle li ^ diamètre jet à fidn otm- 

jugaé : d'après cela,* -jf %êt^iè l^aïùètre du diamètre 

. .^j^ "•• • ■ • ' • '•■ ••■ »• ■ '■ 

^^r^^:rw^ f^ tà»i flKçrifldniroouju^étàB'. Kous ne 

itérons pas un usagé particulier de ces quantités , et 
nous n*en parlons que parce qu'elles sont fréquemment 
employées dans lès traites synthétiques. 

i65. SI. l'on multiplie l'une par l'autre les valeurs 
de A'* et de fi'% ^ i^ent r 

A^^V'«u^Â4^A''B'^sin*«oost4^i|rflO<'«i8in*«)'4^B4oos*«oos*«' 



résultat '^(^t a^ itiëtfFè M«s lA'fonMi ' 



. i'< I j 



(A"sinitain«-+-B*CO?*'cos«f)*+A*B*sin*(« — «)' 

La première! pitftie au *'déllo)tikittte«V*'^^évtinouit e^t 
tertu de là relattoh qui Wi^tart;^ eferChs « • et 'é-y ét^^h'^étt* 
nissant les autres l||piiV)>/i^}a; a. simplement 



4'iB'* ^^-^ 



ifUi doimei 



'^''SÎti^{M*UAJ.%B.)».. 



»... n K.- 'îi"4iti^lii«UAJ-'^l *• ') 



AB = A'B'sin(«— âi)- . 



f . ' • 



r. (. li » 



«' .. « est Texprësslon~3e l'angle B'AC' '^lîe forment 
les deux diamètres conf^^Jêé 'è^ître ëtix' (flgj*5q)* Par 
conséquent , A%' sîft Çé-'-^-^y-fe^prime l'aire du paral- 
lélogramme AC'R'Bl. ;foe!tté >a1^è-«st,4onc ^^le au 
9Ç((^imglb rM^S^ %aié ^1^ les^xçs;. d'o^. résulte oe 
ihéfifff^fàfà ; î .q^,: ; 4ç^ ^■«/^^*^> ^^ ' ptpalUlç^rçimnH 

construit sur deux dtamètres conjuguas, ^.çuelcçnqft^Sj 
est équipaient au rectangle construit sur les axes, 
f Édit 16 



]66. L'éqxiatiDn de condition entre les angles Uyêl^ 
étant diTÎsév par cos « oos « , devient 

A» tang « tadg/ _+ B* = o. (i) 

Avec son secours , on peut aisément éliminer l'angle $1 
de Fexprcssion de F*, ou l'angle «» de Fexpression de A'* j 
pour cela^ il n'y a qu'à transfônner ces expressions àe 
manière à J introduire les tangentes des arcs au lieii 
de leurs sinus et cosinus, ce qui est facile i puisqu'on a 
toujours 



tang*» . .1 



1 -f- tang « 1 + tang^* 



tang»- 



8in~» = ' . ■ \ - — rT/; ■ cosV' = 



1 



» ' — A'tangV+B» • 



1 ^ tang V^ 1 4* tang**' 

Ces valeurs substituées dans A'^ et ^^y dcmnenl . 

w A>B»(i + tan g 

"^ ~ A'tang>+B 

Maintenant 9 si l'on veut éliminer m de la seconde, il 
n'y a qu'il y remplacer tangii' par sa valeur , déduite de 
l'équation, (i)-, et ^ après les rédi^ptipns, il.yient . 

' w,_ A^tfang>è^4B4 
""A*tang>+B»' 

de sorte que le dénominateur est le même que celui 
de A". Or , si l'on ajoute ces quantités ensemUe , le ni»^ 
mérateur commun 

A»B» + A*B* tang*- -f44 tang* # + B* 
peut se mettre sous cette forme,. 

B*(A* + B*) -4- A" tang*i<B*+ A'), 
ou enfin (A* + B*) (A* tang*#+ B*). 
Cette somme prend donc alor» pour facteur comiiimi 
le dénominateur même; et disant partir celui-ci par la 

diTÎsion, il reste 

A'^ + F^^A^ + B^i 




<î'est-à-dire que, dans F ellipse j la somme des carrés 
de deux diamètres conjugués est toujours égale à la 
somme des carrés des deux axes. 

167. Les trois équations 

A* tang te tang m -f- B* = o, 
AB=A'B'sin (/—•), 
A»+B* = A'* + B'» 

suffisent pour détermine?' trois quelconques des six 
quantités 

A, B, A', B', •, •', 

lorsque les trois autres sont connues : elles peuvent par 
eonséqu^ servir à résoudre toutes les questions rela- 
tives à la recliercKe des diamètres conjugués, quand on 
eonnaît les axes, et réciproquement, 

168. En comparant la première de ces équations 
^vec la relation trouvée dans l'art. i44, pour que deux 
jdroil|ts menées des deux extrémités du* grand axe se 
cpupei}Lt sur Fellipse , on voit que les angles «, « , satis- 
font à cette condition. Il est donc toujours ppssiMe de 
mener, par les deux extrémités du grand axe, deux 
4roites qui se coupent sur l'ellipse , et qui soient paral- 
lèles à deux diamètres conjugués donnés ; ce qui s'ac- 
corde avec ce qu'on a vu dans l'art. i53. 

De là il résulte un moyen très simple de trouver 
deux diamètres conjugués qui fassent entre eux un 
angle donné, en s^pposa^t que l'on connaisse les axes 
de l'ellipse. 

Sur l'un de ces axes on décrira ui^ ^rc de cercle ca- 
pable de l^ngle. dominé. Par un des points où cet arc 
coupera l'ellipse , opi mènera a^x extrémités de l'axe 
des cordes supplémentaires; elles seront parallèles aux 
diamètres chercliés. Ainsi , en leur menant des parais 
Jèles par le centre de l'ellipse, on aura ces diamètres* 

Qa fera cette constructipn sur le grand axe , si l'angle 

16.. 
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tloniié est obtu^i sur le petit, s'il est aigu. Lorscpiè cet 
^ iiugle sortira des limitas assignées pour les diamètres 
conjugués , le problème sera impossible, et Tare de 
cercle ne coupera pas la cour5be. 

Il est TisiblQ qufij^îtte conjstr.ucUqn s'^corde avec les 
équations précédents et &YÇÇ;lef; qonsi^f ations de l'ar- 
ticle i44. On pourrait aisényïutLi traduire en analyse^ 
et , en la combinant avec T équation de l'ellipse , on 
€rou=verait"îe' nOKïhre des sohrtîons et~les condttîons 
d'impossibilité. Je laisse cçtte recherclie à lâiVe atïx 
élèves qui Toudrottt s^exercer. 
,, ,i^^ $yi l[Qn.Aen»i^nd9Ât qvie les dîantètee& it)iiî^««s 

^at^wîCK?y^iirfli(Jfr,A'*fit;4eBit, t*oufée»dM>^ l'art. iÇft, 
en fonction de tang^^^^iySi^vhfs^^mvHiyijsé toute Vé^ 
iîM pw h ^tfji^r m^MMU A" -h B* , il r^tçrsi . ; , 

N I • • • f 

ÇetteJ;yaleur étant substituée dans 1 équation de con- 
dition epiiie les, deux tangenjtes , il on résultera 

On voit ainsi qilc* ltesJttt«gertlès«ilês cW« jaiigle» che^dtes 




deWiCj ^aî**lèS' éifeft*étoiké^ de&^es[^ l'iôliipsiï., ônaitèae 
des cordes BC, B'C (fig. 6o) ,les diamètres- japàBéles: à 
ëë^éottf^ssérôift^rtl^ttéà'ér'égaftx.^ '^^ - '^ -^^ 
= :i^ëai^Se' l^jqkirïé» à ^eï^aiWè^ë*^ ^pete^ équation 

tiai est aHaJc^ei collé Aa cérofer ent»è le&'çooF<k>wôes 
rectangiiUiresv .•■■ .:•..:■' ..-.s- ••. ■. l'^.^.^.'it 

i^d-iPaYiuâ 'toutes les cond^ mienéeR, de^ ^xt^é^P*»*^^* 



B, B' de Faxe à an même point de la courbe (fig. 60) /BG 
et B'G sont celles qui c<)^premieïit'le fikis^rand angle i 
par coaséquent , l'angle obtus 9 formé par les diamèlrek 
conjugués: égaut > 0st Je plus grand éé touÀ «oeusL qm 
sont formés par 4eux dia>ûAètres<i<)ni«i^ué& 

171. Égrenons maintëUaii^ ré(|ûafcî<m ' 

A'» y«» *f «*» :ç'^ r=r A.'* B'*i 

Pour plus de simpUciVé , nous supprimerons, les accens 
des variables /,j^',.en nous rappelant toutefois qu^ellea 
ce comptent sur des ax.és obliques^ et nous écrirons 

Cette relation étant àbsôtûment tâe.méme forme que 
celle qui est relative aux axes , toutes lès propriétés in- 
dépendantes de l'inclinaison des ordonnées seront com- 
munes aux axes del*cîlipsecl'â sêî» fliataïkres conjugué^. 

Âftisi y tbaque diaiùètre dîvisl^a en deux pàii;ies égales 
le^ ôt*di!mnées parallèles k sôli conjugué; mais comme ils 
ne sont pas à angle droit l'un sUr Fâut^e> la coutbe ne 
«era pis symétrique de part et d'antte de cbaibun d^eux. 

De plus^ la vdbur de y^ étant, 

B'* 

on aura, en nommant^", x", les coordonnées d'un, 
autre point de la courbe, . . 

• y' __ (&.' + x)iA: — x ) 

à! -{-x, A' — X, sont les distances du pied de l'ordon- 
née MP aux extrémités B , /> , du diaftiëtre ôAB (Cg. 61) : 
les carrés des ordonnées attx diamèti^s conjugués sont 
donc proportionnels audb produits des s¥gmènié qti*eUék 
forment sur ces diamètres, 

172. On tire de Ut un itocfyen fort simple de décrire 



^ 
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ime ellipse lorsque l'on connaît deux de ses diamètre^ 
conjugués !ih!y stB'yet Tangle qu'ils font entre eux. S\kt \({ 
premier B^ , par exemple , on décrira une ellipsedont les 
axes soient aA' et aB' ; ensuite on inclinera les ordon- 
nées INP, K'P' sous l'angle donné , sans changer leur' 
longueur^ et les points M» M^ trouvés par ce procédé^ 
appartiendront à la courbe cherchée. 

175. L'équation de la ligne droite étant de même 
^ormé entre des coordonnées obliques qu'entte des 
cdôrdonnées rectangulaires , la combinaison dé là ligné 
droite et de l'ellipse rapportée à des diamètres coBJu- 
gués y dépendra dés mêmes formules que dans le cas où 
cette courbe est rapportée à ses axes; et l'on obtiendra y 
'par conséquent 9 dans ces deux systèmes, des résultats 

analogues. 

Nommons /S l'angle que forment eiitré eux les 
diamètres conjugués aà! et oS (fîg. 6a). S\y par le 
point p^ pour leqiiel^= o, et a? = A', on mène une 
ligne droite qui fasse avec l'axe AX un angle m y il ré- 
sulte de l'art. 45, que son équation sera de cette forme y 

jr=a(x — AO, a = 



sin 08— •)* 

Si, par le point ly, pour lequel y==Oy et x=— A', 
on mène une autre droite dont J soit l'angle avec l'àxéf 
desjp^ on aura 

y = a (x + A:)y a' = «* 



sin (/à— «y 

Pour que ces drcfites se coupent sur l'ellipse , il fiaudra 
combiner leurs équations avec la suivante, 

qui ajipartient à cette eourbe : mais le système de cei 
équations étant le tnéme que dans l'art. i44 , le résultai 
^ntre a et a' sera aussi le même, et il viendra 

A'^ao' + B'* = Q 



■s 



pibur la (condition que les droites se coupent sur Tel- 
lipse. Seulement ici a et a' ne désignentplus les tangentes 
trigonométriques des angles que ces droites font avec 
Faxe des x ; elles expriment les rapports des sinus des 
angles qa^elles font avec les deux axes des coordonnées. 
174. Si l'on Tcut mener une tangente h Pellipse par 
un de ses points , en nommant x", y", ses coordonnées 
rapportées aux diamètres, on aura 

A'*y + B'» X*» = A'* BT». 

lâi tangente étant une ligné diroite, et dérant passer 
]^^icis point, son équation sera de cette ftiirme, 

a étant une constante qu'il s'agit de déterminer. 

iPour y paryenir, on com}>inera les deux équations 
précédentes avec celle de Fellipse, qui est 

A'*y»-HB'»x* = A'»B'*. 

en raisonnant comme dans l'art. i49 ; mais le système 
des formules employées étant aussi le même , on trou** 
vera y comme dans ce cas, 

et f équatioti de la tangente deyiendra 

ou, en réduisaiit 

A'^j^* + B'^xx'' = A'^ B'» j 

ç'est-à-dire qu'elle aura la même forme .que dans le 
cas des axes. Il est visible que rexpressioki de la sou-»> 
tangente qui s'en déduit sera au^si la méme« 

Si , par le centre de Fellipse, qui est aussi l'origine 
des coordonnées, on^mène une ligne droite sonéqua^ 
lion sera de cette forme , 

y = a' X. 



» 
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Si cette dro.îte passe pqrlç.ppiuli de tfiin^ncG,, il faudn^ 
* que Ton ?iit . 

C«tte.:^;ilçur.de a' étant nmltii^liée par ceUèdea^ qui' 
cwviçftfià k taHgçnte, il.wnjt , : . 

' '"'=-Âr'' ■ . 

En comparant œttiil i^elatioii aTet 1» résultat de l'article 
précéijpntj^oïi» voit que le. point ;de,tfu[ig^nce esjtaur.une 
ellipse rapportée à des diamétrefs conjiigu^S'^ajf^èles^ 
à ceux de la proposée ^ et dont le rapport est le même. 
Cette ellipse passant p^r 1* origine des coordonnées et 
par le point où la tangente rencontre Taxe des a? , un de 
ces' diamètres est )a distance de ce point à l'origine. 

175. Ceci fourmi un BÎôy en démener une tangente 
a Teilipse par un point pris* sur cette courbe^ sans con- 
naitre ses axes (iig. 63)-, pour c«la, de oe ]^int M^ 
luenek au cetttnô'lë dtaMietiÂGi AM>; et a}ors^ pat* Feitré- 
mité D' d'un autre diamètre quigflootique^ tel que DD', 
menez D^N parallèle à AM : MT parallèle à DN , sera la 
tangente demandée. Cela se* prouve aisément en applir 
quant ici le raisonnexKient .dont nous avons fait usage 

dans l'art. i52. 

Les données employées dans cette construction sont 
un diamètre DD' et le centre A. Or , ces deux choses 
sont faciles à déterminer , lorsque. l'ellipse est donnée; 
car, à travers cette ellipse , tracez deux parallèles queU 
o6nf«ei5 tet^nitiées à k 6ourbe; et, par le milieu de 
eeeligheès miehet une droite : ce sera un diamètre qui 
passera conséquttnihiëiit par le centré. Menez deux 
autres^ par^Uèles dani» une autre direction , vous aûrea 
uu'secoBd diatitètfè, qui classera aussi par le centre; et 
ainsi le centre sera déterpiiné par l'intersection de ces 
diamètres. 
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1 76. Si Ton mené le diamètre AM', fig.G^, parallèlement 
a U taiigeittc MT, la tangente a a point M^ &eTA parallèles 
à D'N^ et par conséquent à AM : les deux diamètres 
AM, AM', seront donc conjugués l'un à l'autre, et 
Tatigift M'AM^ compris, entre eux ,. sèora égal à l'angle 
D'NJ>.fonHé par Iss deux oordes supplémentaires qui 
leur SOSIE réspeclivenient parallèles. 

Ainsi, pour anrir deux diamètres conjugués qui 
fassent entre eux un an^e dominé, il ffiut, sur un dia- 
mètre qitekonqué DD', décrire uti aipc de eevcle ca- 
}>able de cet aBgle (fig. 65)k Par le poitzt Jji , où Vaa^c- 
coupera l'ellipse, otu'iuènera aux extrémités du dia- 
mètre les cdrde^ DT9 ,,D'N>, qui seront respectivement 
paraUèli9s aux diamètres* cfaercfaés : on pourra done 
mepeir eëux-oi , puisc^ne le centre de Fdliipsé ébt d'aile 
kurs cônnik • 

177. Si les diamèires demandés sont les deux axes 
dé l'ellipse , lelar angle- est droit, et l'arc de cercle de- 
vient concentrique à la courbe (figi 61)). Ainsi, pour 
trouver les axes d'une ellipse donnée , lorsque l'on Con- 
naît son centre, il £itut , sur Un quelconque de ses dia- 
metires, déwire one cirootiférence de cercle; pnr un 
des points d'kttessectîoïi nen^ des- cordés aux extré- 
mités du diamètre y et^ p*r le câltre, dés parallèles à ises 
cordes : ce seront les axes demandés. 

178. 21 serait faidle , en suxvaht la marclie que nous 
avon» tenue , dé revenir ée l'éqiiartion 

A'y T+- B'?a:* => A^= Br% 

relative aux diamètres conjugués, à celle qui appartient 
aux axes : on retoinberait ainsi sûr W relations que 
nous venons d'établir, et il devient par conséquei>t 
inutile que nous nous y î^rrétioiis plus long-lcmps. 
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Sur l^ Equation polaire de l^ Ellipse, et sur ta 
mesure de sa surface» 

179. L'ellipse n'est pas, comme le cercle' > une courbcf 
symétriq^e dans tous les sens autour de son centre. 
Cest pourquoi , lorsque nous la rapportons à des coor- 
données polaires, composées d'un rayon vecteur r et 
d'un angle «^ formé par ce rayon avec une droite lixe f 
nous pouvons prévoir que l'équation ainsi transformée , 
devra, outre lesélémens propres à Fellipse même, ren- 
fermer des termes qui dépendront de la poatlion de 
8k» axes par rapport à la droite lixe> d?a& fon compte 
les angles v* Le mélange de ces deux sortes de donnée» 
fait qu'il devient avantageai pour la simplicité de ne pas 
introduire les coordonnées polaires dans l'équation de 
l'ellipse rapportée à ses axes, mais dans l'équation rela- 
t'ive à deux diamètres conjugués, dont l'un soit paral^ 
lèle à la droite d'où l'on veuJt compter les angles p. 

Soit donc (fig. 67) OX, cette ligne , et GA', ÇB'^deux 
diamètres conjugués, dont le premier lui^^ parallèle: 
l'angle B'GA.^ i$era déterminé par JU nature de l'el- 
lipse : nous le nommerons #.,Ott point O choisi poui* 
pôle , menons OF p^icatièle à CBf, et nommons a/, Y, les 
longueurs CP', l'^O; ce seront les coordonnées rectilignes 
du p6Ie relativement aux deux diamètres» En répé- 
tant la même construction pour un point quelconque 
M de l'ellipse, nous formerons de même ses coordon- 
nées rectilignes GP , PM , que nous désignerons généra^ 
lement par x,yf et l'on aura ainsi en général 

CP=CÏ' + QO, PM=OF+QM. 

Or, QO et QM sont les côtés du triangle oKrquangle 
OQM , dans lequel l'angle O est v , l'angle Q eàt 
I go® — « , et le côté OM est r, ce qui donne 



Ëa substituant ces valeurs dans les relations préoé- 
dentés , et remplaçant les autres lignes parles expression» 
analytiques que nous leur avons attribuées > il vient 
.,, r sin (« — v) ^ , r sîn v 

x=a:'H -^ -S v = yH — : — ; 

sin # ' j j sm «» 

ce sont les valeurs des coordonnées parallèles aux 
diamètres conjugués, en fonction des coordonnées po->^* 
laires r et v. 11 ne reste plus qu^à les substituer dans 
l'équation de l'ellipse rapportée à des diamètres* En* 
réprésentant CA.' par A', et GB^ par B* , cette équation est 

ito. Avant d'effectuer la substitution ^ il est bon dd 
hous rappeler que les valeurs dé A'9 <le B', et de « ^ sont 
liées avec les longueurs et la position des axes de Fel^ 
lipse; au moyen des trois relations trouvées n^ 167 j 
car m est représenté dans (Ses équations par •' — i^^ 
c'est-à-dire par la différence des ahgjLes que le premier 
àxe de l'eQipse forme avec l^s deux diamètres conjugués 
que l'on considère. On pourrait donc, \ l^aide dé ces rela- 
tions , déterminer les trois quantités è! ^ B', éy si l'on con^ 
naissait les longueiUrs A et Bdes deux deni-axes de l^ellipse 
et l'angle il 9 que le premier dé ces axes forme avec là 
droite OX', d'où Von compté léd atigled v. Or, récipro^ 
quement , on obtiendra A et B et i», si A^, B', et # étaient 
données. En effet, dans ce 6as, les deux dernières rela- 
tions citées , détermineraient A et B) et en éliminant J 
de la première, au moyen de sa valeur « = « + ^> 
elle donne 

A» tangué + (A» — B*) tang « tmg #+ B» = o; 
ce qui fera conhaitre tang «, et fiar suite, l'angle a 
lui-même. 

181. Ceci convenu, chassons les ccDrdoiméesrectilignea 
or , j^, de l'équation de l'ellipse^ en le< remplaçant par leurs 
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Yaleurs en r et p* Le résultat , ordonné suivant les puis- 
sances de V , est 

A'»sinV l-^r- + aAVsÎD t^ I -r^ + A VO 

+ B'»sin»(«»— i')» H-a»'»j:'«B(-p — v)l +B"x'V=o- 

Si Tellipse se changeait en un cercle d'un rayon R , on 
aurait généralement A' =i= B' = R , et l'angle » dès deux, 
dlamëtres conjugués deviendrait égal à 90®, ce qui don- 
nerait sîn • == 1, et éîn (• — «^ ) = cos i'. Alors le côêfii- 
cient dé >* deviendrait égal à 1 , et Té^uatiôn divisée 
par A'*, Se Mduîtàît à 

r*-|-2(y sinV+:i;'cosv)r+y»4-jè'»— R* = ov 

ce qui est, en efiit, le résultat trouvé, n** i24, pour 
Téquation polaire du cercle. On voit que, dans ce cas,, 
il ne reste plus aucune trace de Fangle «, qui , dans 1 el- 
lipse, sert à déterminer la position du premier axe, re- 
lativement à la ligne d'où Ton compte les angles vj et, 
en efFet, en vertu de la forme symétrique du cercle, la 
direction de cet axe est absolument indétei*minée , 
puisqu'il est le même partout autour du centre. 

Mais , à cette seule modification près, qui dépend de la 
différence des deux courbes, on peut appliquer en tout 
point a l'équation cénérale tirouvée oi-dessus pdiir Tel- 
irpsTe , le tnode de ascussion que nous avons suivi pour 
l'équation jpolaire du cercle , page 200 et suiv. On pourra 
en déduire dé méke la màrcIie de cette courte, seslimites 
et toutes ses propriétés relatives au point choisi pour pôle > 
soit que ce pôle st ti-buve situé sur le contour même de 
l'ellipse, ou dans I intérieur, ou au dehors. Les élèves 
feront bien dé s'61a*cer à développer cette analyse. 

iSa.Jemdborneniiciàrexamend'ûncasquiprésente 
des résultats particdièrement propres à l'ellipse. C'est 




I 

celui ou. le point choisi ponr pôle séi^ak un des fcArers 
niémes de cette courbe, les angles v étant comptés à 
partir ,d« premier «xe AB, fig. 6Ô. ' 

Dans ce cas, les deux diamètres conjugués A^, B' sur 
leé^uélé se comptent les ebordonnées rectilignes af, y' 
du pôle, deviennent les axes mêmes de TeHipse, que 
npuii désignerons par A et Bj de plus, leur angle « est 
droit, et l'équation (i) ainsi modifiée, devient 

^ A*sinVr r*-f 2 Aysîn^ Y + Ay *-f 5 V» = A*B«. 

-4-B*cOsVj; +aB:»«ç'çQSFl 
ïl l'esté encore à ex|>rim^'qtte le pôle Gcnnoîde avec un 
^ifoyers d© rdlipse. Or, ponr cela, il &ut savoir dans 
lequel des deux foyers on veut le placer. Car, ayant pris 
par supposition , les x' et les x positifs du même côté du 
centre où les angles <? commencent, c'est-à-dire vers 
^X^ l'aL^ci^e du foyer F, situéde ce côté,. sera positive , 
^ celle du foyer F'^ situé de l'autre c<àté(lu centre, sera 
?Ï^B!^.ye;,eii sorte que., si c'est F que r«»n veut choisir, 
les cooi-données du pôle seront 

. ■-. o ■.;;;, -y :=.!?>). ..X = — t/AÏ— |î. • ■ ■ 

Qoèlfeqiié Bwt odle sdetaBSidjeus» valeuàra.ciju'iwi adopte , 
U^&^vë déru)'.^èra[/to^joufsle mêAie;et > eit yÎJaignMit k 
«aiftditwiliniciy jnul , l'équatiop ii):deiuett*ça 

f^ s» M J^f soj^t paç JS»9S9f}th T»: 0»» tÇWye ^us le radical 

l^i'/'etr '«teltaflt fbur V»' sa ^létii« A* — B* * réduit à 
'^^^(sin'^v^-'cos^v) ou' A%- 
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ce cflii donne pour r ces deux yaleurs rationncfies ^ • 

— — 5l(£[f2iîlIZ^ ± — ^ B'(j/eosi^+ A) 
^~ A.*sinV4.B'eosV' ''" A^sinV-^ B»eo?I^' 

GdH deux râleurs peuvent encore être mises um» uncf 
ibrme plus simple ; car on a ; 

A'^sinV + B»cas^=r A*— (A^— B»)cos» ♦=: A*— «^«isV. 

Or, la quantité A* — ar'* cos^v est le produit des deux 
facteurs A — x' cos i^, A + x' cos if , et chacun de ces 
facteurs se trouve aussi au numérateur dans Fune ou 
l'autre des expressions précédentes de r; ainsi ^ en le 
supprimant, on aura potur r ces deux expressions plus 
simples 9 

_ B' B» 

A*f--r'co8i'' A — x'cosf' 

II faut maintenant discuter ceà valeurs dans les deux 
suppositions où l'on prendrait pour pôle le foyer F 
situé du côté des a/ positifs, ou le fbyer F*, situé du 
côté des x' négatifs. 

i83. Gpmmençons par le premier cas : x'étaiit positif 
el moindre que A, le produit de jc'piu* cos f», qui^sjt.tou-* 
jours une fraction , sera également positif et moindre 
que A; ainsi, quelque cliangement désigne que ços ix 
subisse dans les diftereas quadrmis ^ lés deux dénomina-i' 
teurs A + ^ ©o» ^' > A — a/ coa *» , resteront toujours 
positifs; or, le carré B^ qui forme le numérateur dis 
deux riacines^ esl; toujours positif par lui-même; ainsi ^ 
la première valeur de r où il est affecté du signe + , 
sera toujours positive , et donnera Uës points réels de îa 
courbe; tandis que la seconde, qui a un numéralteur 
négatif — B*, donnera toujours^ cfes valeurs négatives, 
et ne devra pas être employée, Tou;^ les, points sdç.l^ 
courbe seront donc alors donnés par. la première va- 
leur de r. 
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La BlAftie chose arriyera encore dajis le second cas oU 
le pôle est placé au foyer F^. Alors x' est négatif^ mais 
le produit ^' cos i> eât toujours moindre que A; de 
sorte que ces d^ux dénominateurs restent positifs. La 
première Taleur de r est donc encore la. seule positive , 
par conséquent la seule qui donne des points réels de 
la courbe. Ainsi /j elle est,, dans tous les cas , la seule 
qu'il faille employer > quand on compte les angles i» 
çontinùmeiit de o à 36o^, conime npus «lommes con- 
venus de le^ faire, 

iâ4. Si, pour plus de sinyplioité^ on fait 

^^^^^==*% on aura B*=A*{i^Oi et/=4:A^, 

les deux signes 4~ et — répondent aux deux positions 
du pôle en Fou^eï^ F'^.oes valeurs étant substituées dans 
l'expression positive de r,.elle devient 

r == — >-- ^ , ou bien r.= --r-^ ^ 

, i + éods-^» i**-«cos4> 

La première répond au cas où les angles i' sont éomptés 
depuis le sommet dç Fellipse le plus, voisin du. foyer 
qui sert de pôle, et la seconde répond au cas où les 
angles i^ sont comptés , toujoui^s dans^ le même sens , à 
partir du sommet Ifi j^usélpigiié. L'une >et l'autre forme 
est souvent usitée en Astronomie pour le mouvement 
des planëtes, parce* que ces astres déérivenldeseUip^ê^ 
dont le soleil occupe un des foyers* 

i85. La £Mnne générale que nous avons trouvée plufl 
haut pour l-équatton polaire de l'ellipse, peut servir k 
reconnaître si une équation donnée entre r et f^, àppar-^ 
tient' à, une ellipse ; et , dans le cas où cela a lieu , elle 
peut servir à déterminer les élémens de l'ellipse, c'est- 
à-dire les valeurs des axes, levgrs positions, et celle du 
centre, relativement au point choisi pour pôle. Cest une 
recherche sur laquelle les élèfves pourront ^exercer. 
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idfi. Daiu oe qui f larécède ^Ti<rus oiwfistdéduit ^ la seàle 
épiation do l'eUipsc toutes les «tréonstoiM^s de sioVi 
course} réciproquement j tune seuto dfe <i6€B circsèai^kicé^ 
^iii «orixit çântio&lKre' à i^^Uipse , sitffî^iiit * potit fhrî¥e 
retrouvrer {xméquatiiMi. ' • ^ . .: i 

Proposons^ noufit^ par exemple, <ietréuveru{ie'OODi*l)e 
teUe^ que Ift somme des dîslafnoe^de «iha^il de ses pdkiti» 
à dettx points 'iloimés , soit > <$0tistaiiCè éî éghle' •kuA. * ' ' 

Soient F, F, les d^t péiatei donnés , lîg.68i Pkçons 
Forigine des abscisses en A ^ au milieu dé là lijgiie FF', 
que nous représéiiteronB' pàv *2e ; ^iris, suppèsatit que M 
soit un point de la courbe , nommons AP, a:, VM^y^e]^ 
désignons parV, '/,' îês di^nces FM* eï'F'M : nous au- 
rons , pour les équations du problème,, , , ., ^? 
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A)Outoîâis el; retrahcïions ' succe'ssiveU(|QÏî|jlt.Te4^ux pre^ 
igjiières éqiiî^tion^iWfjBmJ^re à ^emhrç^ijl. y^çfl%..,, 
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ou A* (j^* + ^0 — ^'^^ ~ A* (A* — c*). 

Lorsqu'on fait a: nul , cette équation donne 

j*t:= A* — c*. 

iU'est le carré de l'ordonnée de la courbe a l'origine. 
Comme c est nécessairement moindre que A, d'après 
les données de la question , cette ordonnée est réelle, 
€t en la représentant par B , on a 

B»=t:A* — c*. 

Si l'on tire de ce résultat la valeur de c, et qu'on la 
substitue dans l'équation de la courbe, cette équation 
tlevient 

Ay + B V = A*B% 

qui est l'équation d'une ellipse rapportée au centre et 
a ses axeis. 

187. Ayant qu'on eût éliminé les quantités r et /, 
l'ellîpse était caractérisée par l'une oU l'autre des équa- 
tions 

,=,A+-, r=A--, 

aussi bien qu'elle l'a été ensuite par l'équation en coordon- 
nées rectangulaires à laquelle nous sommes parvenus^ car 
les distances r et r étant variables en même temps que 
l'abscisse x , peuvent convenir successivement à tous les 
points de la courbe , et servir à les déterminer lorsque 
X est qonnu. On peut donc regarder les variables r et 
jp, ou r et X, comme formant un véritable système 
de coordonnées -qui ne sont plus rectang^ulaires; mais 
il faudra se rappeler que l'origine des rayons vecteurs est 
diflërentedans ces deux systèmes; car ils partent de F', 
lorsc|ue Wm prend Féquatiou 
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I 

€t de F^ lorsque l'on emploie la seconde 

r =1 A — —. 

188. Sî l'on veut aussi compter les abscisses x, nota 
plus coiîitïle tious Tavons fait, h partir du centre , mais à 
partir du mêmiB poîttt, que Ton prend pour l'origine 
des r ou /, il faudra faii'e une nouvelle transforma- 
tion ; par exemple , si Pon veut que ce soit k partir du 
point F', en nommant x une nouvelle abscisse positive 
telle que F'P, on aura 

ce qui donne 

A 

Dans le second cas, si l'on nomme x' une nouvelle ab- 
scisse positive , telle que FP, on aura 

ce qui donne 

A 

Les x' positifs de la première de ces suppositions 
donnent pour r les mêmes valeurs que les x' négatifs 
de îa seconde, et réciproquement j en effet , cette cor-* 
respôndance est une conséquence nécessaire delà forme 
symétrique de l'ellipse par rapport à ses deux foyers; 
caria portion de cette courbe située à droite du foyer 
F, est identique avec celle qui est à gauche du foyer h'^ 
et de même pour les parties opposées. 

189. Ces équations où l'origine est il'un 3es foyers , 
prennent une îbrme très élégante , lorsqu'on yrn! roduit y 
au lidu de l'abscisse x\ les angles MFP on MFT, formés 
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pvùr le rayon r ou r avec l'aKc. En effet, sort *♦ l'angle 
MFPy 4a«i aura dass ia dernière écfuation ou Torigine est 
au foyer F, 

jf = r cos f . 

5î;<le plus ^ on fait 

« sera le rapport de Pextentricité au demî-grand axe, 
et par la substitution de ces -valeurs ^ Téquation devient 

r = A — «(rcosf + Ae) j 

ou, eïi tirant la valeur de r, 

slVon fait la même transformation dans l'autre formule, 
en appelant i^' Pan^e MF'P, on aura éigalement 

X = r cos p , 

et> en faisant de même 

c z=i Aey 
îl viendra 

,_ A(i-^«) 

r — " 7> 

1 — ecosv 



équation qui ne diffère de la précédente que par le 
^ig&edu ierme oh e entre à la première puissance. Ces 
)deuK..^Fimiles sont les mêmes que nous avens déjà trou- 
vées dans rarticle iB4, où nous les avo&s déduites im- 
médiatement de l'éqnatîon de l'ellipse transformée en 
coordonnoes polaires. 

190. Pour ne rien omettre de ce qui peut intéresser 
relativement aux propriétés de l'ellipse , je vais donner 

17.. 
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ici la mesure de la surface ^ quoique cette reclierche 
nous écarte un peu du but analytique que nous nous 
sommes généralement proposé. 

Nous avons vu (n° i4i ) que si, du centre de Vellipse , 
avec un rayon égal au demi-grand axe, on décrit 
une circonférence de cercle, en nommant y et Y les 
coordonnées de ces deux courbes, qui correspondent 
à la même abscisse , on a toujours 

^=A^' ou ^ = -. 

Les aires de l'ellipse et du cercle sont aussi dans le 
même rapport que ces ordonnées. 

Pour le faire voir, inscrivons à la circonférence 
BMM'B' un polygone quelconque , et de chacun de ses 
angles menons des perpendiculaires à l'axe BB' (fig. 69) ; 
en joignant les points où ces droites rencontrent l'el- 
lipse , on formera un polygone intérieur a cette courbe. 
Or un quelconque des trapèzes PNF3SÎ' de ce polygone 
aura pour mesure 

(]^J:£E)PP', ou i.^^)il±^. 

liC trapèze correspondant PMP'M' dans le cercle, aura 
pour mesure 

(^±.^'1^, ou (x-.')2±S. 

2 ^ ' 2 

Ces trapèzes seront donc entre eux dans le rapport 
constant de B à A. I^es surfaces des polygones inscrit» 
dans les deux courbes seront aussi dans le même rap^ 
port; et comme cela a lieu, quel que soit le nombre 
des côtés de ces polygones, ce rapport sera encore celui 
de leurs limites -, d'où il suit qu'en désignant par if et S 
les aires de l'ellipse et du cercle, on aura 



c^est^à-dire que Taire de l'ellipse est à celle du cercle 
circonscrit comme le second axe est au premier. 

l^n désignant par »• k demi-circonférence dont le 
rayon égale 1^ «rA* sera Taire du cercle décrit sur le 
grand axe. Qi* aura doiiç^pour lîaire de Fellipse^ Tex- 
presâion suivante : 

s=rîr.AB; 

et les aires de deux ellipses quelconques seront entre 
elles dans le rapport des rectangles construits sur leurs 
axes. On parviendrait au même résultat, en considérant 
la circonférence décrite sur le second axe. 

La même démonstration pourrait s'appliquer à deux 
courlj^ quelconques dont les ordonnées, correspon- 
dantes aux mêmes abscisses, auraient entre elles un 
rapport constant; et il en résulte que ce rapport se- 
rait aussi celui de leurs aires entre les mêmes limites. 

De laJ^arOfbole. 

1 9 1 < En' prenant sur une des génératrices d'un cône^ 
Jroit à base circulaire, une distance arbitraire a y 
comptée du -centre , et menant par son extrérnité un plan 
coupant , incliné de l'angle i sur la génératrice dont il 
s'agit, nous avons trouvé pour l'équation générale de 
l'intersiççtion 

y cos^ i}'-^ x^ sîn i sîn (i -f- 2r) — ax sin hp sin £ = o. 

lx);rsque l'angle î- égale 180** — 2<^, le plan sécant de- 
vient parallèle à la génératrice opposée; et, s'étendant 
à l'infini sur une des nappes du cône, il donne pour 
intersection une courbe illimitée , qui se trouve tout» 
entière sur cette seule nappe ^ et qui a reçu le nom de 
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para^o/^. L'équation particulière de ce genre de courbes 
s'obtiendra donc en faisant i^= 180** — ai/ dans l'équa- 
tion générale. Alors , le terme en x* disparaît , parce 
que le Dacteàr sin (i + 22^^) qui entre dans- son coefficient ? 
deyient nul. Les autres termes se tronrent dhrîsibles 
par cùg^i^i^en. supprimant le facteur commun, qui 
ne peut être supposé nul en général , puisque Fangle f^ 
est détermina par l'ouverture du cône, il reste 

^* — 4ax sin* f^ = o. 

Pour avoir les points ou elle coupe l'axe des x 
(fig. .70)^ faisons>j^ =:= a, il viendra 

c'est-à-dire que cela a lieu dans un seul point, qui est 
l'origine des coordonnées. 

En faisant x=:o, on aura les points oîi eUe reu-» 
contre l'axe des y. Cette supposition donne 
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c'est-Ji-dite que cela n'a lieti qu^à Forîgîne. 

Ainsi, la courbe n'a qu'un poii^t; de commun avec 
les axes des x et des j' : ce point est l'origine des coor- 
données> et l'on voit qu'elle y e^t-fpi^i^^ée pfir IVxe 
desj^. .. V 

£n résolvant son équation p^r rappofV^ ^^/ilivienl 

.. . - »• 
*— "■.^"••*~ • >»• » ■ '• 

y = ±:V/4ax' siu?v. . . 

Ces deux valeurs étant égales et de signes coiitrkîrês , 
la courbe est donc symétrique 4^■'des$us et jELu<rd^B9sous 
de l'axe des x, - 

9 négatif do»ne toujours^ imaginaire; puisque a ett 
une quantité positive , ainsi que sîn*v : la couplée ne 
s'étend donc pas du c^é des abscisses négatives , et clic 
est limitée , daiîs ce sens , par l'axe des y. 

X étant positif , les valeurs dey sont toujours xéeGes V 



et d'autant plus grs^ades que x est plus grand. La courbe 
s'étend donc indéfiniment de ce côté de Taxe des Xy et 
elle a la forme représentée fig. 70. Puisqu'il n'y a 
d'ordonnées réelles que dans ce sens , nou3 supposerons 
désori^jiais x toujours positif. 

Le rapport au, carré de l'ordonnée y* à l'abscisse x 
étant 9 d'après Féq nation précédente , le même pour 
tous les points de la courbe, il ^'ensuit que^ dans la 
parabole j les carrés des ordonnées sont erphe eux cojnme 
les abscisses correspondantes» 

1 92. La ligne indéfinie AX se nomme Vaxe de la pa- 
rabole; le pomt A en est le sommet ^ et le coefiicîenlt 
const^pt 4a sin' Ottr* s'a^ppelle le pa,ramètre, 

pQUF abréger, nous éç?iroi^ dorçnavapt 2^ àulieif 
de ^ «iu^i^i et Vçqu^txoa de la par^Qle sera ainsi 

y^=zstpX, 

193. Nous venons de "voir que Ta^e AX qoupe'en 
deux parties égales toutes les cordes que r<;»n'peut métier 
dans la courbe parallèlement sca^y. Mais ÏI serait im- 
possible de trouver une ligne droite qui coupât en deux 
parties égales les cordes parallèles aux x , puisque fces 
cordes sont toutes infinies en longueur. 11 n'en est donc 
pas" rci coÂimè daiiô ï^elRjisié, qut avait deux axes rec^ 
tângttlaires 4oiiés de eetle propriété el fMtfsstant par sg^ 
centre ; la parabolie n'^ii a q»*\m ^eul puntj^e »iix x s 
ou , si l'on veut, l'autra parallèle aux y j est infiniment, 
éloigne. 

>94.t E» ^ rjftfp€fejft Ummi^ q^p n<¥W ^yç^us-suivie^ 

4fi^& V?i?t >43f, rg}^tiii(Ç|i|§nt. i V.çHipse j oyp( prauvera 
aisément que la quantité^* — apx est positive bor s de 
la parabole, nulle sur cette courbe, et négative dans 
son intérieur. 

195. On peut déerire tçès simplement la parabole 
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de la manière suivante (%• 71 ). On portera sur Taxe 
AX , du coté des abscisses négatives , et à partir de l'ori- 
gine, une distance AB égale à ap, ou au paramètre de 
la parabole. D'un point quelconque C , pris sur le même 
axe pour centre, et d'un rayon égal à CB, on décrira 
une circonférence de cercle. Du point P, extrémité de 
son diamètre, on élèvera la perpendiculaire indéfinie 
PM j et , menant par le point Q la parallèle QM à Taxe 
des X, le point M sera à la parabole. 
Car, par cette construction, 

PM= AQ, et AQ* = AB. AP, d'où MP =2/7. AP. 

196. On a vu, en traitant des sections du cône, que 
la parabole n'est qu'une ellipse infiniment allongée. 
G)mme cette analogie peut nous être fort utile pour 
prévoir avec facilité les propriétés de cette courbe, il 
importe de la vérifier. 

Considérons donc une ellipse dont les axes soient 
2A 2B ( fig. 72 ). En plaçant l'origine au sommet A et 
en comptant les x positives vers AX , son équation sera 

B* 

La distance CF du centre de l'ellipse à ses foyers est 

\/aF^^^"^ en la retranchant d^ demi -grand axe A, 
on a la longueur AF; dotit l'expression est, \, ., 

AF = A— V^A'*— B«. 

C'est la distance CF du sommet de la courbe au foyet le 
plus proche. Introduisons cette ^quantité ëomme tme 

constante que nous représenterons par -, il viendra 
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d'où l'on tire 

Substituant cette valeur dans l'équation de l'ellipse , 
elle devient 
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ou , en dévek^pant 

Si y dans: cette équation , pous donnons suoœssivement 
à A différentfîs valeurs, p restant toujours le même, 
nous aurons une suite «d'elUpses dont -les' grands axes 
seront tous dîffèrens ^ maïs qui auront 'toutes la même 
position du foyer F, etJa même dîstanoe; dil foj^ atu som- 
met delacourbe« -Or, enaugmieutant ainsi (egmnd axe ^ 
l'ellîpse s'allonge de plus en phis-^saiM que iesf Ixrdonhées 
de ses.différehs poiutsi augmentent dans^le ukémerâp- 
peortEai effet, considérons un de ces points dont l'ab- 
scisse soit XyX étant une quantité fmie, et voyous-quels 
sont les cbangemens de l'ordonnée ooiNsés^ndante. A 
mesure que A augmente , x restant le même , les termes 
qui se trouvent divisés par A et par A"^, dans la valeur 
dey, diminuent; enfin, lorsque l'on suppose A infini , 
X restant fini , ces termes deviennent plus petits que 
toute quantité donnée, et la valeur dej'* se réduit à 
son premier terme, qui est indépendant de A : on a 

donc alors • • 

. . .... 

yz=iapxy 

équation d'une parabole. Les ordonnées àe cette para - 
bolc/ approchent donc 'de plus en plu^ d'être égalés à 
celles des ellipses , h mesure que A augmente ; et l'on 
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peut prendre A si grande que la dilTérence, mesurée k 
une distance quelconque du sommet de la courbe , soit 
moindre que toute quantité donnée. 

197. D'après cela, il devient naturel de penser que 
le £»yer cottunun dq liouteo eea ellipses jouît, dans la 
parabole^ de quelques propriétés , analogues , autant 
toutefois que peut le permettre la correspondance de 
leur forme ; c'e^ ce que le calcul va confirmer , comme 
on le verra tout à l'heure. Aussi ce point se nomme-t-il 
le Jhyer de la parabole; sa distance au soumet de la 

coulile est - , c'çst-^t-dire qu^'elle; est égale ai^ quart du 

paramètre.' 

ï^ £b oliepcfaMit les propriétés dq ee:po»iivtl e*t 
yifMEUfi.qit'il J«e £u»t s'attàeher^qu'à eBllesqui sont oom-» 
p0^Ho!S «rec les modiiîoaiÎDiis que le» ellipses, snhics e nt 
pon^r dt^énérer en parrafaole.- fiaar eismpie, on nd doit 
plua ohe^bbet là propriété rdUtiie à la scAnme dos.di-* 
stapces» puisque, le «aodoid foyer se ti^uve éloigné in^ 
dcfinimant; ttm^ on paut se proposer de- voir si là 
di|!ft4QQ6i dtt fbjer aul: divers pokits; de la courbe esi 
entx^te es|>rÎMëe,' ^q fonation de Fahscisse, d^une ma^. 
niore irationmelle. Or , il cslî facile de s'en assure]^ ^ eap FA( 
étant cette ,dfsl»uice ( %. 73 ) , on a 
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La distance d'un point quelconque de la parabole au 
foyer est donc exprimée, comnde dans l'ellipse, par 
une fonction ^tionnellç. 4e r^çqi^e^De plus, sa valeur 
est ^ale^à l'^wicii^ dv point qne. Jî^on considèrç, aug- 
mentée de lo^dJ^Unoe jlu fpy^r aM sommet de la courbe. 
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Par conséquent , tous, le^ poiix^. dQ 4^ par«)b(^ .^fm^h 
égale distance du foyer ^ d'oJQ^ ligKVÇ ^l> xtionéepa^ral^ 

ttletneat a Fase âtsy, Irnné distiarice - <ïu sommet : 

cette droite se nomme la directrice de la parabole. 

] 99. De là résulte un second Hiojen de décrire une 
paralK>Jlâ dant le ]^i:i«aiM^ 

De part et d'autre du pc^iol A.C%« 7^^^*^ pprtera m$t 
l'axe AX les longueurs AB, AF^ égales entre elles et 
au quart du paramètre de la parabole : le point F en 
sera Iç ftvyer. P^ mi .point 4|i|eIoni|ae F ^ l'axe, 
on élèvera une perpendiculaire indéfinie 'Mf y p«i8, 
prenant la distance BP, àp. point F comme centre , avec 
cette distance pour rayon , Ton décrira' un arc de cercle 
qui coupera la droite PM evu'àotBL' pcH^nts M ^ m] cek 
points ^f^Qnt ^ 1«L i^af ij^e. ; . . . > 

^ effet > d'^prèii ç«itW cdntftrwtion 
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200. On peut aussi ^ d'après. la l9:^âme propriété , dé*- 
crire une pkrâibole par un mo«LVement continu , comme 
W rçprés0ata Jb figj ^4- ' * ' . 

Pour cela , on placera contre îa^ dîrectrrce BL une 
equerre mcjbile EQR: puisj prenant un fil d'une lon- 
gueur constaritê7egaïe à QE , on fixera une de ses extré- 
milé^.en E^et^l'auir^.fiU F>, 9U loyw telft}i*MdMo?*>d 
tençVa,fBnwîte ceM ^mr le hkc^c» d^!S*iyte»ipiiœi »pr 
l^îiquera contre; la. ligqe Q£^.rà$>i^ gin ifaiflant^f^iasep 
l'équerre le long de la directrice, it^tyla gtiaufeiBi fe 
long'deQE, et décrira }a parabole. , .. 

En effet, on aura toujours 
FM -f MÉ =.- Q)iVl -f- MÇ , pu' QW5?=IWFv ;• 

• * 

201. Il est également faFCÎÎe de s'âsàurer que la double 
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ordonnée qui passé par le foyer de la paraljole est é^ale 

à 2tp , c'est-à-dire an paramètre. 

202. Cherchons maintenant à mener une tangente 
à la parahole^ dont Féquation est 

y = 2/>x. 

Soient of^y", les coordonnées du point de tangence 
qui est supposé donnée on aura 

et la tangente devant passer par œ point ^ son équation 
sera de cette forme ,• 

Il s'agit de déterminer a. - 

Gierchons les points où cette di-oitc , considérée 

comme sécante > rencontre la courhe. Pour ces points, 

les trois équations précédentes doivent subsister en 

même temps. Retranchant les deuiL piremières l'une de 

l'autre, il vient 

Mettant pour y sa valeur tirée de l'équâtiiMi de la 
droite, le résultat est 

(2 oy* + â* {x — x") —'2/)} (r— j:") =z o. 

Cette équation est âatlfilaite quand a? ^— -jJ^isr'G, parce 
que le point qui <a< 'pour coordonnées ia/, y'', eàt une des 
interjections de In droite* avec la courbfe : sùppirimant 
ce £scteur, ilresté ' ••'.;.. 

aoy" + «*(r — x'') — 2/) = o. 

Les deux intersections de la tangente avec la courbe 
devant se confondre en une seule , la seule valeur de x 
doit encore être x", comme la première. L'équation pré- 
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cédente doit donc être satisfaite quand .r = j!' j et 
y '=^y"\ ce qui exige qu'on ait 

et l'équation de la tangente devient 

En faisant disparaître le dénominateur y" y et obser- 
vant que 

y =2/>X, 

on peut lui donner cette forme 

Si l'on double cette équation ^ et qu'on la retranche 
de la précédente y on trouve 

ou , en ajoutant de part et d'autre j'*, 

(j^— y7=y — ^P^- 
La quantitéj'*— 3/7r est donc constamment positive 
pour tous les points de la tangente ^ excepté pour celui 
dont l'ordonnée est y". Tous ces points , excepté celui 
de tangeuce y sont donc extérieurs à la parabole (n® 1 94). 

âo5. A l'aide de ces formules , on peut mener une 
tangente à la parabole par un point quelconque dont 
les coordonnées seraient x', y', et qui ne serait pas pris 
sur cette courbe. 

Car y ce point devant être sur la tangente^ il faudrait 
qu'il satisfît à cette équation; ce qui donnerait 

yy^pix' + x»); 

en y joignant la relation 

y'"=!ipx'', . 



n 
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wi pourrJi , â« ttiôyèti tîè ce* -deux é^juatîons , dé- 
terminer les inconnues s^y y, if esfc*à-dîl*e les coordon- 
nées du point de tangence , qui seront en général du 
second degré; puis , en les substituant dans l'équation 
de la tangente 9 celle-ci se trouTcra déterminée 9 et 
passera par le point donne. L'élimination de x* 
entre les deux équations précédentes donne 

y aura doac en général datx ttàtmeê^ qui joronl 

réelles > si la quantité 

est positive. Cette condftion ffef& sattsfiatite toutes les 
fois que le point donné sera extérieur à la parabole ^, 
et l'on pourra alors mener deux tangentes. Si le point 
est "sur la paraflbole même , il rfy en aura qu'une seule ; 
enfin ^ s'il lui est intérieur , il n^y en aura plus du tout, 

et le problème «erai impossible^ ^SUms donnerons plus 
loin des moyens géométriques très simples pour tracer 
les deux tangentes dans les cas où elles sont réelles. 

2o4. Pour avoir le point où la tangente rencontre 
i'«xe des x ^ ii iMEt âûre jr^zis o y dans i'-éqnatidA 

^qui donne 

aj-^ï — x\ 

C'est la valejir de A.T (fig. 7 5} : en lui ajoutant i'i^ieoîâse 
JlF , abstraction iaite du signe , nous anrons la s^ur- 
tangente 

c'est-à-âîre *q«e, rians ia parabole^ la soutangerHe 
est double de l'absciase. Geei fournit un procédé 
trcs simple pour mener une tangente à cette courbe, 
quand on connaît le point de tangence ou seulement 
son abscisse AP. 



La valent de PT étaoït susceptible de croître m- 
tléfinîment , le point T s'^kngôe de plus ea -plug 
du sommet de la courbe , k mesure tjae x" aug- 
mente. 

205. Si Pon Tonlait tenir compte du signe de AT 
^joand on -dieneiie fa fdiear de la souttangente PT> il 
semble , au premier coup d'œil , que 1^ aar^t 

PT=AT + AP = — x''+a:" = o; 

ce qui donnerait la soutangente constamment égale 
à zéro , résultat absurde : mais ce n'est là qu'une er- 
reur de signe qui "Went de ce qu'en ajoutant ÀP à 
AT dans la figure , pour avoir PT , on ne lient pas 
compte de la position de <ses lignes par rapport à 
l'origine commune, tandis que, dans l'expression ana- 
lytique, cette position est observée. Getto contradic** 

tion cesse lorsque l'on fait abstraction du signe — 
dans la quantité — jc'\ qui exprime la valeur ana- 
lytique de AT, eu égard à sa situation par rap- 
port à l'-origine des eiKJtidomiéeâ^ et voilà pourquoi 
on parvient ainsi au résultat véritable. 

Ces modifications , qu'il faut quelquefois faire 
subir aux expressions analytiques , pour en déduire 
ias valeurs «Moines 'des qualités gédtnétriques , lie 
tiennent p«» , ^eoiiime on vient de le V6if , à utie im- 
perfsotion 4e l'analyse ; ell«d sônt , àU contmivig , 
crue tsuit^ aéoessaire de «a grande gëMiéràlité ; aet , 
l'analyse «donnant à la fois les ^;!aie«irs abfiokies «t lôUjp* 
poéitions areiaitives qui tooft 4fidiqw§os <^par les si^es 
^- et ^^ , il faut la dépMulkir de m^^ pli'^riété ^ 
et faire abstraction de ecs signes, -quand on vent 
combiner les reàturn absolues -èes qualatités indépen-* 
dammçi^ de leur ^tuàtioa par rtfpporî; à forigtne 
eommune. 

206. Occupons-nous maintenant de mener une nor- 
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malc à la parabole. Cette normale étant une ligne 
droite^ et devant passer par le point de tangence ^ 
son équation sera de la forme 

Mais ; de plus 9 elle doit être perpendiculaire à la tan- 
gente , pour laquelle on a 

y 

11 faut donc qu'il existe entre a et a' la relation 

qui donne 

a' = — i.. 
P 

Alors l'équation de la normale devient 

En y faisant j^ nul , et prenant la valeur de x— x" , on 
aura la sounormale ^ qui sera 

d'où l'on voit que y dans la parabole ^ la sounormale 
est constante et égale à la moitié du paramètre. Cette 
propriété fournit encore un autre moyen de mener 
une tangente à cette courbe , quand on donne le point 
de tangence ou seulement l'abscisse de ce point. 

207. Les directions de la tangente et de la nor- 
male ont^ dans la parabole comme dans, l'ellipse, 
des rapports remarquables avec celles des lignes me- 
nées du foyer au point de tangence :' nous allons 
examiner ces analogies. Pour c^la , du foyer F y ou. 

j^ = o, et X = - (fig. jS^y menons une ligue droite 



r\ 



l{ai passe par le point de tangencé > son équation 
sera de oette forme 

et la condition de passer par le foyer ^ dont les coor^* 
données sont o et ^^ donnei'à 
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ti'àhglé tiMLÏ , que oette droite fait àreb la taii« 
gente à la parabole, a pour tangente trigotiômé- 

trique 

bfe»— di 

En substituant , dans tette expressioh > poùi* a sa Tà-^ 
leur qui est •— , et pour a celle que nous Tienons de 
trouver , observant de plu8> que 

eiie«réd«ità£o«à«;d'oi.iisuit,ue,^».^ 

parabole^ l'angle formé par la tangente a^ec une 
droite menée du foyer iiu point de tajtgence^ est égal à 
l'angle de la iangencê ai^ec l'axe ^ de sorte que le 
tiriangle FMT est totijdurs isocèle. Gonséquenunent> 
lorsque le point de tangence M est donné, oh n'a qu'à 
prendre sa distance MF au fojér dé k parabole > puiâ la 
porter sur l'âxè de F vers T, et mener TM ; ce sera la 
tangente demandée. 

208. Si, par le poiht de tangence M, on mène une 
droite MF' parallèle à l'axe , la tangente fera avec cette 

droite lé même angle MTF qu*elle forme avec l'axe 
7* Édit iS 
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éti T^ d'oii it suit que^ dam la parabole ^ leà droite^ 
menées du point de tangence au foyer, et paraUèlentènt^ 
à l'axe, font aifec la tangente des angles égaux, pro- 
priété qui devait naturellement résulter de ce que la 
pâraBole ésH unâ^ ellipse dont te grand axe est infini ^ 
et dont les foyers sont par conséquent infiniment éloi- 
gnés Tun de l'autre. 

209. De là résulte un moyen très simple de mener 
une tangente à la parabole par un point extérieur. 

Soient (fîg. 76) G le point donné , F le foyer de la 
p^r^^le y BL sa directrice. Du point G comme centre , 
ayçQ un rayon égal k GF, on décrira une circonférence 
de cercle qui coupera la directrice en L et L'. De ces 
points on mènera LM, L'M' parallèles à l'axe; M, 
M' seront les points de tangence , et GM , GM' les deux 
tangentes que l'on . peut mener du point donné. 

Car , par ïa nature de ïa para}x)le , ML = MF ; 
de^ plus , par construction , GF = GL : donc la droite 
MG a tous ses points également éloignés des points F,L, 
et ainsi elle est perpendiculaire à la ligne FL. Par consé-' 
quent l'angle LMG , ou son opposé ^MF, égale l'angle 
GMF : donc la droite MG est tangente au point M. La 
démonstratîoti est la ïnéme pour GM'. 

Si l'on avait seulement besoin de la direction de. 
la tangente , et que le point M dût être très éloi- 
gné , il serait plus commode de mener > du point donné 
G la drcHte GT, perpendiculaire à FL; ce serait la 
tangente demandée. 

Si l'on rapprocbe cette métbode de celle que nous 
avons donnée (n° ^^9)^ pour mener une tangente à 
l'ellipse par un point extérieur, on verra qu'elles ne. 
difièrent l'une de l'autre qu'en ce que, dans la para- 
Ixiie, le second foyer doit être considéré comme in- 
finiment éloigné du premier ; ce qui rend parallèles à 
l'axe les lignes qui lui sont menées. La distance AR 
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^u sommet de la parabole à la directrice BL n'est 
autre chose que la différence des lignes F'B, F' A de 
l'ellipse (fig. 72), la première étant égale au grand 
axe AA.' -, et Toilà pourquoi AB = AF. La directrice BIi 
de la fîg. 75 représente donc , dans la parabole , la cir- 
conférence de cercle , qui serait décrite dans l'ellipse du 
point F', coinme centre. Avec le grand axe pour rayoti , 
circonférence qui devient une ligne droite , quand le 
point F' est infiniment éloigné. Alors le point L , o2( la 
circonférence décrite du point G , comme centre , 
ayec GF pour rayon , rencontre la directrice BL, ré- 
pond au point dans lequel cette même circonférence 
coupait la précédente dans l'ellipse ^ et la lign« 
droite , menée par le point L parallèlement a Paxe > 
répond à celle que, dans 1^ ellipse, on mène au second 
foyer F'. 

210. La propriété énoncée n° 207 peut servir encore 
pour mener à la parabole une tangente parallèle à une 
droite donnée; car cette droite étant connue, on aura 
l'angle qu'elle forme avec l'axe de la parabole : re- 
présentons^le par i -, alors si ]VIT (fig. 76 ) est la tan- 
gente cherchée, l'angle MTF deyra aussi être égal 
à i. Mais , le triangle MFT étant isoscèle^ l'on aura en- 
core TMF=:r. Gonséquemioient l'angle supplémen- 
taire MFX, sera égal à ai y comme extérieur au triangle 
MTF. Cet angle sera donc coùnu; et, en le construi- 
èailt , on aura la direction du rayon recteur MF , 
qui , par son intersection avec la courbe , donnera 
le point de tangence M. 

211. 51 l'on considère les cordes qui joignent les 
points o{i la parabole est touchée par chaque couple de 
tatigentes menées d'un même point extérieur , les in- 
ter9e<3tions de ces cordes offrent des propriétés absolu- 
ment analogues à celles que nous avons trouvées pour 
le cercle et pour l'ellipse dans les n"' 121 et 160. 

18.. 
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£n effet, pour chaque couple de tangentes menée# 
d*un même point extérieur, dont les coordonnées sont 
x', y' ( fig. yt) ) , les coordonnées x", j^* des deux points 
de tangence sont déterminées par la combinaison des 
équations 

On peut donc obtenir ces coordonnées par l'inter- 
section des lieux géométriques que ces équations re^ 
présentent, en y considérant jr" et x" comme Tarïa- 
h\es : alors la seconde est la parabole même à laquelle 
les tangentes sont menées ; et la première , qui est 
linéaire , appartient nécessairement à la droite indéfinie 
qui passe par les deux points de tangence* 

Si l'on veut quec ette drodte passe aussi par un point 
donné O , dont les coordonnées soient a et 6 , il fau- 
dra que ces coordonnées étant prises pour x" et y , 
satisfassent k son équation , de sorte que l'on ait 

*/=/,(« +4/). (3) 

Maintenant , si > sans changer a ei b y on fait Ta-*" 
rier x' et y' , de manière que cette condition soit 
toujours remplie , il est sûr que la corde qui en ré- 
sultera passera toujours par le point donné , dont les 
coordonnées sont a et b* Or, ce mode de variation place 
le point de départ des tangentes sur la ligne droite re~ 
présentée par l'équation (3) , en y regardant *' et y^ 
comme variables. Donc , si de tous les points de cette 
droite , que l'on peut construire d'après son équation , 
on mène deux tangentes à la parabole , et que, pour 
chaque couple pareil , on trace la cord« qui passe par 
les deux points de tangence , toutes ces cordes se cou* 
peront en un même point , qui sera celui dont les coor- 
données sont a et b. 

Si , pai* ce point commun d'intersection , Ton mène 
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une droite OM, parallèle à Taxe de la parabole ^ soa 
équation sera 

en la combinant a^ec Féquation de cette courbe, qui 
est 

en aura les coordonnées du point M oti elle la coupe . 
Désignona-les par x ^^^ il vient 

Up ^ 

Maintenant si l'on substitue ces valeurs pour x'^ y" dans 
l'équation générale de la tangente 

on aura F équation particutic'.re de la tangente TMT'^ 
menée à la parabole par le point M. Or cette équation 
sera 

&^=/»(* + 1). 

Si on la compare avec l'équation (3), en trouve que 
les coeffîciens des variables a; et ^ sont les mém^s 
dans -l'une et dans l'autre. Par, conséquent , la droite 
polaire que l'équation (3) représente , est parallèle à la 
tangente TMT'. 

On a vu plus haut qu'en considérant y"* y x" comme 
variables y les deux points de contact des. tangentes, 
menées d^un ^int quelconque extérieure la parabole 
90nt situés sur la corde dont l'équation est 

y/=p(x'+x'). (i) 

Or» si ce point extérieur était choisi de manière qu'il 
se trouvât e» M'^ sur le prolongement de la droite OM 
dont Téquation est y = 6, alors, y serait égal à i; et 
ainsi la corde IVrM*, représentée par l'équation (i), 
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deyiendrait parallèle à la droite polaire représentée 
par F équation (3). Cette corde M*M* serait donc 
également parallèle à la tangente TMT^, ce qui suflit 
pour la construire, puisqu'on sait d'ailleurs qu'elle doit 
passer par le point O. 

De là résulte une construction bien simple pour 
trouver la droite qui contient kg sommets de^ couples 
de tangentes , quand on connaît le poiat de concours 
des cordes, et réciproquemeat Car, si ce point est 
donné et désigné par O ( £g. 76 ) , menez d'abord la 
droite indéfinie OM , parallèlement à l'axe de la para- 
bole ; ensuite , par le point M où cette parallèle ren- 
contre la courbe , menez k celle-ci une tangente TMT'; 
puis, par le point donné O , menez une corde M*M*, 
paraUële a. cette tangente ; enfin , par l'un des points M", 
AC^, où cette caràe coupe la parabole , menez à cette 
courbe une nouvelle tangente qui ira rencontrer la 
droite OM quelque part en M'; alors , par le point M' 
ainsi déterminé , menez une droite LMX parallèle à 
la tangente TT' , ce sera la droite cbercbée dont O est 
)e pôle ^ en prenant oe ««ot de pôle dans l'acception 
qui lui a été donnée n** 121. 

Récîproqtiement , si la droite LL est donnée, il 
faudra mener à la para})ole une tangente qui lui soit 
parallèle, ce qui se fera par le procédé indiqué n** 210. 
Le point de tangence M étant connu , ou mènera par 
ce pttint une pari^lèle indéfinie MM^ à Fase de la pa- 
rabole , et par le point M', où elle coupera LL , on 
mènera à la parabole une tangente M'M*. Enfin , du 
point de tangence M"^ on mènera une corde parallèle 
à la droite donnée LL, et le point O, où cette corde 
coupera la droite M'M indéfiniment prolongée, sera le 
point commun d'intersection des cordes pour tous les 
couples de tangentes qui auront leur sommet sur la 
ligne LL, 
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Cette construction s'accorde évidemment arec celles 
que nous avons trouvées dans les n°* i ai et 160, soit 
pour le cercle , soit pottr Tellipse , et elle n'est que le 
développement des analogies qui existent entre ces 
courbes et la parabole. 

. Lorsque, le jpoint de concours G est donné sur l'axe 
de la parabole ; la tangente TT', la corde M^'M**, et par 
conséquent la droite polaire LL, deviennent perpendi- 
culaires à cet axe. Alors la sous- tangente étant double de 
l'abscisse , le point M' se trouve à tiite distance du som- 
met de la parabole ; égale à l'abscisse du point O. Il suit 
de là que la directrice de la parabole eèt la ligné po» 
faire de son foyer. 

De la Parabole rapportée à ses diamètres. 

91:3. Nous alkuàs maintenait cberc^ii^r les systèmes 
de coordonnées obliques , relativement auxquels l'é- 
quation de la parabole con^rte la même forme qiue 
lorsqu'elle est rapportée à son axe. Pçur cela , il faut 
reprendre les formules générales 

pr =a + i'cos4t-|-j^'cos tt, y-^zb-^ or'sin « -rl-y'sin / \ 

car il ne suffirait pas , comme on le verra tout à 
l'heure, de changer la direction des coordonnées sans 
déplacer l'origine. Ces valeurs étant substituées dans 

l'équation 

y*== apx, 
elle devient 

j^'*sin«'+2ar'ysin«sin*'+a;'*sin*«+ ^* — aa/?) 

+ 2(5sin«' — />cos«')y'+ 2(6sin« — pcosujx'f 

Pour qu'elle conserve la forme qu'elle avait d'abord 

il faut qu'on ait 

<. , • < • . . • 

$in«6'sin««=ro, sin*«=:o, ôsin*»'— /?cosi6'=^, 6'— 2ap=ao» 
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elle se réduit alors à 

La seconde des équations précédentes nous apprend 
que 8in«t=:0 9 c'est-à-dire que l'axe des x' est parai r* 
Éle à l'axe des x. Tous les diamètres de ' fa parabole 
§oni donc parallèles à son axe. 

Les deux autres équations donnent 

ô* = aa/?, tang «'= j» 

Ija première ( fig,' 77 ) montre que les coordoi^*^ 
nées a et 6 de la nouvelle origine A! siatisfont à l'é-. 
quation de la parabole. Cette origine est donc elle- 
même un point de U courl^e, 

La seconde détermine l'inclinaison de l'axe des y* , 
relativement à l'axe des x \ elle fait voir que cet axe esl 
tangent à la parabole au point A% 

Pour plus de simplicité , nous supprimerons les ac-: 
cens des variables x' et y' y en nous rappelant toutefois 
qu'elles représentent des coordonnées obliques : nous ■ 

ferons, de plus. . \ , = p' \ ixn sera le paramètre du 
■^ sm* « ' * * 

diamètre auquel la courbe est rapportée, et l'on aura 

y» z= !ip'x, 

ai3. Les deux valeurs de^, pour la même abscisse, 
étant égales et de signes contraires | chaque diamètre 
divise les ordonnées qui lui correspondent en deux par-a 
ties égales. 

ai 4. La valeur précédente de tang tt donne 

. - / P* p 

/?^ + ^ aa-J-p 

En substituant ce résultait dans l'expression de p\ on 
trouve 
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OU 2/?' = 4 (« + -). 

Or> OB a vu^ dans l'article 198 ^ que a -f- ~ est la dî^ 

stance du foyer de la parabole au point de la courbe 
dont l'abscisse y comptée du sommet sur l'axe , est égale 
à a. Ainsi ^ dans la parabole^ le paramètre d^un dia^ 
mètre quelconque est quadruple de la distance du foyer 
à l'origine de ce diamètre. Cette propriété subsiste éga- 
len^ent pour l'axe. 

ai 4. L'équation de la parabole étant de la même 
forme par rapport à ses diamètres que par rapport à 
80|i axe^ les propriétés indépendantes de l'inclinaison 
deç coordonnées seront communes dans ces différens 
systèmes. 

Ainsi^ pour décrire une parabole lorsque l'on con- 
naît le paramètre d'un de ses diamètres et l'inclinaison 
des ordonnées correspondantes, on décrira une autre 
parabole sur ce diamètre pour axe avec le paramètre 
donné , et ensuite on inclinera convenablement les or- 
données de cette courbe , sans changer leur longueur. 

^i5. Si x",^", sont les coordonnées d'un point quel- 
conque de la courbe , on aura 

ejt l'équation de la tangente à ce point sera de cette 
forme 

y-y^aix-x"). 

Le système de ces formules est le même que dans 
l'art. 202 ; et , comme il faut les combiner de la même 
panière, on eu déduira un résultat analogue, qui sera 
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et réqaation de la tangente deriendra 

ïllle aura -donc la même forme que lorsque la courbe 
est rapportée à son axe. 11 en sera de même de l'expres- 
jsion de la soutangente, et l'on en déduira y oomme dans 
le n° 2o4, €^elle est double de l^abscisse correspon- 
dante. L'abscisse est alors, comptée sur le diamètre y à 
partir du point où il coupe la courbe. 

Il suit de là que pour mener y par un point donné M 
^e la parabole, une tangente à cette courbe (%• 78) , 
il £îwt construire l'ordonnée PM au diamètre A'X', 
qui peut être quelconque , puis prendre A'T = AT, et 
mjener MT' : ce sera la tangente demandée. 

En prenant une marche inverse de celle que nous 
avons suivie , il sérail facile de rapporter la parabole 
il son ase quand on a son équation rapportée à un de 
ses diamètres. Comme cela u'a aucune difficulté, nous 
ne nous y arrêterons pas. 

Sur V Equation polaire de la Parabole , et sur 

la mesure de la surface, 

216. Tous les diamètres de la parabole étant pardHëles 
à son axe , on ne gagnerait rien à la rapporter à Fun 
d'eux, plutôt qu'à Taxe, avant de la transformer en co- 
ordonnées angulaires. Keprenons donc son équation re- 
lative à l'axe , qui est 

y^;=xz:^pxy 

puis^ représentons par Xy y, les coordpnnées recti- 
llgnes AP', P'Odu point O (fig. 79), où l'on veut placer 
le pôle des coordonnées angulaires. De ce pôle, menons 
à un point quelconque de la courbe , un Fayon vec- 
teur OM, que nous nommerons r, et désignons par v 
l'angle MOX' formé par ce rayon avec une ligne fixe et 



V 



donnée OX'> laquelle forme àle-mÈpke tin angle « avçc 
Vioe AX de la parabole, lies formées générale^ da 
l'article loo^ deviendront applicables à ces oanstrucr 
lions , et donneront pour les valeurs des anciennes co- 
ordonnées oc, y, en fonction des nouvelles, 

x= x'+ r cos (*' + «), y =y + r sin {i^ +-«•)• 
Substituant dansl'é(}uation de la courbe, il vient 

»m*{t^$i)r^^sà[y'sm{i^+tty^pco0(ifr^ 

Cest l'équation polaire la plus générsJe de la parabole.. 
Ainsi , en lui oomparant ierme à terme une équation- 
polaire du second degré ? qu^ serait supposée appartenir 
à cette courbe, on verrait si l'identité est réelle; et 
dans le cas ou elle aurait lieu, la coq(iparai$on des 
coeffîciens déterminerait a:\y',»,etp, c'est-à-dire les 
coordomiée^ du lommet de la parabole ; la direction de 
son axe par rapport à la ligne ^xe OX' çt son para- 
mètre : cette comporai^onai est t^lement facile , que nous 
ne nous y arrêterons point , et nous chercberons plutôt 
h appliquer l'équation à quelques cas simples, dont la 
discussion acbève de compléter ce que nous avons déjà 
dit précédemment sur l'«mplpi des ooocdoiipées polaires. 
217. Nous choisirons pour un de ces cas celui où la 
ligne OX', à partii» de laquelle les angles se comptât, 
seraH parallèle k l'axe même de la parabole (fig^8o). 
Dans ce cas , « est nul , et l'équation en r et i^ devient 
sfmplement 

r* sîn" i» + 2 (y sin p — p cos p) r +y * — 2 pji/ =0. 

Si le pôle est sur la courbe même, on a 



'a 



y -^ 2/>x 



o; 



> 



alors une des valeurs de r est nulle , et l'autre devient 

2 (/? cos p ' — y' sin ^') 

y 1 ' ^ ■ I II I « s » I ] I I ■ 1 I T ii ml^^f^^-^ , 



sin*v 
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Si cette seconde râleur de r était nulle , le Fajon>vee« 
leur serait tangent à la courbe; pour cela, il faudrait 
qu'on fit 

^cosf-^j^ smv==o, ou tangi^=-S; 

en effet, ceci est la relation trouvée dans le n® 202 pour 
l'inclinaison de la tangente sur l'axe. 

Reprenons l'équation générale en r*, et supposons qné 
l'on y fasse seulement y = o ; la pôle sera alors placé 
sur l'iLxe delà parabole, et l'équation en r deviendra 

r* sin* i' — ap cos if *r:=^ 2ps^, 

qui donne pour r ces deux relieurs, 

' pco&ifâzX apx' sin* #'+/>* cos* V 

sm**' 

La quantité comprise sous le radical peut se mettre 
sous la Ibrme 

p* + {^ipx — /»*) sin* ♦>; 

elle ne peut pas devenir indépendante de f^, à moins 
que l'on pe fasçe 

2/w' — />* = o, ou *'==-; 

ce qui met l'origine des rayons vecteurs au foyer de la 
parabole. C'est donc dans ce cas seulement que le 
rayon vecteur peut être ei^primé rationnellement 
en fonction de l'abscisse. Alors, la partie radicale 

de r devient ï/p*sin*<^ + P*«>s*i5', ou <//>*; ce qui 

rend l'extraction possible, et il en résulte ces deux 

racines : 

pfcosi'+i) »(cosi'— 1) 

sm* V sin* V 

C'est à quoi l'on aurait pu parvenir directement , en 
m^ettant tout de suite dans l'équation générale relative 
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aux coordonnées angulaires , les yaleursj^s o, »' = v ^ 

qui placent l'origine de ce système ati foyet dé la 
courbe. Maintenant , de ces deux valeurs de ^; la se- 
conde doit étfe rejetée; car toutes les valeurs possible^ 
d'un cosinus étant moindres que 1^ eos ^ — i sera tou- 
jours négatif y et donnera son signe aU rayon vetoteur r: 
Reste donc la première valeur. Pour celle-ci y on voit, 
par le même principe, qu'elle donnera toujours r posi- 
tif, quel que soit v. On peut la simplifier en observant 
que sin* v est égal ai — cos* v , ou à ( i + cos p ) 
( I — cos v) \ de sorte qu'en supprimant le facteur com^ 
knun 1 -(- cos v, il reste 

1 — cos V 

c'est Inéquation polaire de la parabole , en plaçant Pori« 
gine au foyer de cette courbe , et comptant les angles v^ 
à partir de l'axe , du côté où il s'étend indéfiniment. Aussi 
4? =2 o donne-t-il r infini , parce que le rayon vecteur r 
se confondant alors avec cette partie infinie de l'axe , 
ne rencontre pas la eourbe. Mais toute autre valeur 
Aeffy depuis o® jusqu'à 560**, donnera des valeurs finies 
pour r. Quand «^ = 90% cos v est nul , et r zirip ; quand 

if =180^,008 ♦'=— 1 , et r= -. En effet, dans le pre- 
mier cas , le rayon vecteur est l'ordonnée qui passe 
par le foyer, et que nous avons vu être égale au 
demi-paramètre. Dans le second , r est la distance du 
foyer au sommet de la courbe, distance que nous avons 

vu être égale à ^ ou au quart de ce même paramètre. 

En général , l'équation polaire renferme toutes les pro- 
priétés de la courbe, et les donnerait par la discussion, 
a 18. Cette équation aurait pu sedéduire de l'équation 
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polaire de l'ellipse convenablement modifiée. En effet , 
en plaçant l'origine des rayons recteurs an foyer , et 
comptant les angles i^ y à partir dn sommet le plus 
éloigné dé l'ellipse^ nous avons trouvé ^ n^ i84 

A(i— ^^) 

1 — «OOSf* 

Pour ftkire coïncider cette équation awc celle de la pa- 
rabole y il suffit de faire 

/>=A(i — éf*), 

et de supposer ensuite A infini , et ^ = i j ce qui 
àlonge indéfiniment l'ellipse. En effet, la quantité 
A (i — «*) est le produit des deux facteurs A (i — e)^ 
et i+e ; dont le premier (n** 1 96), représente la distance 
du sommet de l'ellipse au foyer le plus proche. Ainsi 
quand on suppose A infini et e-^i , dans le produit 
M ^ ~^^^}|0A obtient fiiiuplemeulledoable de cettedittance 
dans la parabole; ce qui donne encore une quantité finie. 

319. Jusqu'à présent nous avons tiré de la seule 
équation de la parabole les propriétés qui la caracté- 
risent : réciproquement , ces propriétés nofts condui- 
raient à l'équation de cette courbe. 

Proposons - nous, par exemple , de trouver .une 
courbe telle, que les distances de chacun de ses points à 
une droite et à un point dçnné soient égales entre elles. 

Soient (fig. 8 1 ) F le point donné , BL la droite donnée. 
Prenonjs pour axe des abscisses la ligne FB , perpendi- 
culaire à BL, et plaçons l'origine au point A, milieu 
de BF, que nous ferons égal à /? ; les ordonnées seront 
parallèles à la droite BL. 

Pour chaque point M qui appartiendra à la courbe 
cherchée , nous aurons , en nommant r la ligne FM , 
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et 



ËliininaQt v , il viendra 
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équation à la parabole. 

Cette courbe était également ^caractérisée par Pé-* 

quation 

p 

car les distances r étant variaUes en même temps ques 
Fabscisse x, peuTcnt convenir successivement à tous 
ses points , et se détermineront pour chacun d'eux dès 
que X sera connu. 

- sao. Si nous transportons Forigine des x au foyer F^ 
pour le^piel 

P 

» 

il faudra , en nommant x' les nouvelles abscissesV qu'<m 
îiît 

valeur qui , étant substituée pour x , donne 

321. Si l'on introduit, au lieu de^'abscisse ar'^Panglé 
MFX que forme le rayon vecteur avec l'axe du côté où 
celui-ci s'étend â l'iniGni , on aura 

x' = r cos i', 
et l'équation précédente devient 

r=/> + rcos>'; 
d'où l'on tire 

1 -f" cos f' 

C'est la même équation que nous avons déjà obtenue 
plus haut. 
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aaa. Quoique l'aire totale oomjtrise etitrelesliraiiclie^ 
de la {KSirabole soit indéfinie , on peut cependant évaluer 
Vi'ùVie manière algébrique une portion qndoonque de 
cette aire comprise entre les limites données. 

Considérons 9 en effet ( fig. 8â ) , le segment paralxH 
lique APM terminé par l'abscisse AP comptée sur Taxe, 
et par l'ordonnée PM on^. Si l'on^mëne les droites MQ , 
AQ 9 la première parallèle , la seconde perpendiculaire 
à l'axe 9 on formera le rectangle APQM y dans lequel 
l'aire dû sèment parabolique APM se trouvera com- 
prise f et cette aire sera égale aux deux tiers du rec~ 
tangle> comme nous allons le démontrer» 

Pour cela, conoeyons un polygone rectiligiie quel- 
conque MM'M*... inscrit à la parabole; des sommets de 
ce polygone, menons des parallèles aux lignes AP et 
PM , elles représenteront les abscisses et les ordonnées 
de ces sommets : ces lignes, prolongées, formeront les 
rectangles lPP/)M^ P'P*p^M*... qui seront intérieurs à 
la parabole, et les rectangles QQ'^^S Q'Q'^'M'... qui 
lui seront extérieurs. En représentant les premiers pan' 
P, P', P*i.., les derniers par />,/>', />"..., on aura 

P=y(x-af), p=x'(y^y'); 

te qui donne 

or les points MM^..• appartiennéiit a là parabole i 
ainsi pti a 

ce qui donne 

en substituant ces Valeurs , le rapport de P à jo de* 
tient 



, Les mêmw raùonnemens pouvant s'uripUcitaër suc- 

■cessiTcment à tous lés cûtâs y1.. ««K-Jl 

cette ,,.;». JU»..!*:* *^** ^" P^'jg»»* ' «« atira 



c^te suite d'<éfuatioBs 

P 




p y ' 

p y ' 

^ y 



Le $«ly^e MM'M''...ôt*nl^46Ïumeht arbitraire 
on pe»t espacer «e;«é«fefe*-,«rt.îgrt.„'en aësi' 
gnant par * une constante çbelconque pris^ à t 
lonté, on ait toujours "i " P"se a to- 



y-y'-*y', 

.*t .in« ,d« «4*e : «k *«te,t 4 k\te d&ioître v y' 
L;";rrv'"'M™^^'**'^ géométrique. D%s 

P" 

?oit la îvaleifr-de.. ; hj» «ura ^^^ eux quelte que 
ces ri^iports '*'*", ' ^" '««nposant 

E±£±*" 'f- . . . etc. 

ï9 
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Le numéfateur du premier membre est la sommé 
des rectangles inscrits à la parabole; le dénominatemr 
est la somme des rectangles circonscrits. A mesure 
que « diminue , le rapport de ces quantités approchcf 
de plus en plus d'être égal à a; et l'on peut prendrer 
# si petit 9 que la différence soit moindre que toute? 
quantité donnée : mais en même temps la sommé 
des rectangles approche de plus en plus d'être ^ale 
aux sq^mens curvilignes inscrits et circonscrits à la 
parabole. Par conséquent^ la limite de leur rapport 
est égale au rapport des segmens ; et , en représentant 
le premier de ceux-ci par S, le second par s^ on aura 



7 = ^' 



«• qui donne 

9t enfin 9 eu divisant ces équations membre k membre , 

S + S est la somme des segmens inscrits et circon^ 
scrits à la parabole : c'est par conséquent la surface 
du rectangle At^MQ. Ainsi Vaire du segment parabo^ 
ligue APM est les deux tiers du rectangle construit sut 
Vabscièse AP et Vordonnie PM. 

aa3. Les courbes^ qui sont telles ^e l'on peut àssi^ 
glier ainsi algébriquement la valeur d'une portion quel- 
conque de leur aire, se nomment co»r&«s quarràhUi. 
Oti voit que la parabole est de ce nombre. Il n'en 
est pas de même de l'ellipse^ dont l'aire renfermé 
l'expression de la circonférence du cercle^ 
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De V Hyperboles 

2Î24. En prenant sur une dèé . généràtriées d'un 
icône droit, à basecirculaire^une distance arbitraire a y 
à partir du centre , et menant par ce point un plan 
coupant incliné die l'angle i sur la génératrice, noujs 
avons trouTé pour l'équation de Fintersectibn 

y^cos^i^ + x*sîn i sîn (i + à v) — tfx sîn 2u sin i == ô* 

Lors(iue l'angle i surpassé ito — ai' > ce qui rend 
i -j- ap plus grand que 180® et sin (^ + ^^) négatif , 
nous avons tu que le plan coupant rencontre les 
deux nappes de la surface conique , et donne géné- 
ralement pour intersection une courbe appelée hy- 
peféoiè^ laquelle est composée dé dëiix branchés se* 
parées > qui se tendent indéfiniment sur chaque nappe 
du cône. Nous allons discuter en particulier les pro- 
priétés de ce genre de courbe. 

Pour avoir les points où elhs coupe l'axe des x , fai- 
sons ^=0 : le premier terme disparaît ; tous les au- 
tres sont divisibles par sin i; et> en supprimant ce 
facteur, il reste 

x^sin (i -f 2^) ^^ a* sin 2v = o j 

ce qui donne pour x deux valeurs 

a sin Hif 
sm (* + 2v) * 

t^est-^à-dirè que cela à lieu dans deux points diffé- 
rens , dont l'un B ( fig; 85 ) est Porigine même des 
coordonnées , et l'autre B' est ëitué sur Pàxe des ab- 
scisses , à une distance de cette origine égale à. . . . 

asinai^ , , . 

. / . ■ * — rr , et par conséquent négative , puisque 

19.. 
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sin(i + 2f^) est négatif dans les limites de direction 
que nous avons assignées au plan coupant. 

En faisant xz=o, on aura les points où la courbe 
coupe Tà^e cles^ : cette supposition donne 

yc=o; 

C'éSt-itHiiire que cela u'a lieu qne d^ns un seul points 
qui est l'éi*igiiie des »c€ordcxniiées '•: mais ccmiKie les 
deux ordonnées s'y réunissent , l'axe des y est tan- 
gent à la courTje. 

^Résol^ons maintenant l'équation par rapport sl y , 
nous aurons * 
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V = :±; — : — V — «a?* sin * sin (i 4- au) -4- ajc sin a^^ sin i. 
^ cos V 

Les \aleura de y étant égales et de signe contraire y 
la courj^e est &jiaétrique au-dessus et au-dessous de 
Ta&Cvdes jk;. 

Comme le facteur sin'(i+2<^)>est négatif, le terme 
— x^ sin i fiin (i 4" ^^ ^^^ toji^jours positif,, quel que 
soit X \ ujiais le -signe du seco^ torme pourra varier. 
sCepqnd^t, lorsque or sera, positif , ce terme sera éga- 
lement positif; ainsi la quantité radicale sera alors 
réelle , quel que soit x , et la courbe s'étendra dans ce 
sens indéfiniment. Mais il n'en sera pas de même du 
cône des x négatifs. Etueffet, lorsque â»deyi«»di(a Ré^if, 
et commencera à croître dans ce nouveau sens, vers BX', 
le terme ax sin i sin !iA>^ advenu négatif , l'emportera 
sur le ternie^ — a?* sin t sin (i + 2v), qui reste toujours 
.posîJ:if ; dii .sorte que la parbie jradicale de l'.frK|>r665io|i 
dfs V i^fiviendra ima^naire. Pouf bien voir les limites 
danjs iesçpielles cela aura iieu , il n'y a qu'à mettre 
cettie expression sous la forme suivante , 

1 . y ...... V -T" asvatip "1 

•^ cos^y ' L sin<i-f-af/)J 
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Dans la suppositioa aotuellëmeiit faite sur i-^iv ^ 
le produit —sinisin (i -h 2v) a toufours une valeur 
eonstanle et positive ; il«uflîra^ile»c de coasidépêr les va- 
riations de signe qui peuvent provenir des- autres fac- 
teurs. Or le pnemier de ces fàoteurs. étant x luî-niéme y 
devient- négatif avec cette variable ; maïs ({liant au se- 

asin2v . 

cond , comme — -; — vr-i r est une quantité posi- 

sin(i + 2f^) 

tîve , il ne peut devenir négatif, à moins que la valeur 
négative attribuée à x ne surpasse cette quantité ; et 
pour toutes les valeurs plus petites de x , il sera posi- 
tif , ce qui rendra toute la quantité affectée du radical 
négative, et ji^ imaginaire. On voit donc que cette ima- 
ginarité subsistera du côté des abscisses négatives depuis 

Xzrzo jusqu'à x = ■ . ,. ■ r, 

c'est-ànKrc depuis F jusqu'à B'". Mais- pour toutear 
llîs valeurs négatives de x, plus grandes que cette 
seconde limite , les deux, facteurs variables qui entrent 
sous le radical seront tous, deux négatifs , et donne- 
ront par conséquent un produit positif; de sorte que 
y redeviendra réelle ^ur toutes ee» valeuifs» Ainsi , à 
partir de ce terme, qui répond au point B', la courbe 
s'étendra indéiiniitient , tant au-dessus qu'au dessous 
de l'axe des abscisses , comme elle le faisait du cété 
des X positifs, à partir du point B. 

Il résulte de cette discussion que l'hyperbole est 
une courbe composée de deux parties séparées, telle 
que la représente la figure 85 , où Forigine Ats. coor- 
données est supposée placée au point B. Nous avions y 
en effet , prévu cette forme , d'après la dîspositioit^ 
du plan coupant dans le cône (fîg. 36 et Zj)\ 

Si l'on considère , dans ces mêmes figures , le 
triangle BB'C, où la ligne BB' est la partie de Taxe 
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des X comprise entre les deux nappes du cdne, il 
est évident que Ton a l'apgle GBB' = 180— • i, ei 
Fangle BGB'= 180*^ ^2f/; conséquemment le troi- 
sième angle CB'B = i -f- sf; — - i8o% De plus, nous 
avons désigné par a le câté GB de œ même triangle. 
On pourra donc obtenir YSS , en établissant la pror> 
portion des sinus aui( câtés oppoisés , et en le faisçint , 
6n trouvera 

sm (» + ^v) 

Ce qui est précisément la valeur trouvée plus baut , 
pour U distance des deux sommets de la courbe ; cette 
distance se nomme le premier axe » ou l'axe réel de 
l'hyperbole. 

325. Transportons l'origine des coordonnées en A au 
milieu de Taxe BB' fig. 85. Soit AP une nouvelle abscisse 
quelconque , que nous npnunerons -4- x't 6t qui sera 
comptée positivement dans le même sens qt^e \^ pre^ 
miëres BBi nous aurons 

et en remplaçant x par cette valeur , il viendra après 
les réductions 

, .•.•/•. N f« a*sîn»sînVx50s'i' 
ycosV +^inf smCi+i^f'j^: *= ■ .^ ^^ ^ ^^^ - . 

équation précisément pareille à oelle que nous avons; 
troi^vée n** i35, pour l'ellipse, avec cette seule diffé-: 
rence que le produit siq i sin (i + ^y) ^ qui forme le 
coefiicient de «'% était alors positif ^ comme celui de 
V*, tandis que dans le cas actuel il est négatif, 
^i^ faisant y = o , on trouve 

/ .. a sin \> ços V 

^^S3C -; — -f-, — -r — ^» , 
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» * 

ou I ce c[tti est la même chose , 

2sin (^+2^») 

valeur égale à la moitié de la distance BB' , comme 
on devait éridemment le prévoir ; niais , en faisant 
jr'=o, on trouve • 

_. . . / sin* 

valeurs nécessairement imaginaires, puisque sin {i+m^) 
est une cpiantité négative » et que sin ^ > au contraire „ 
est toujours positif dans toutes les positions du plan '• 
coupant. Ce résultat pouvait enoore se prévoir aisé- 
ment, puisque nous avons reconnu tout à l'heure 
que la courbe n'a pas d'ordonnées réelles entre les 
pointa B et B' y iîg. 85. Malgré oette «irconslanoe ;,' 
l'équation de l'hyperbole prend , comme odle de l'elf 
lipse, une forme très élégante lorsqu'on fait 

^^_ g'sinVcosV ^^ gSinVsîn i 

car en multipliant les deux memliares 4ç l'équation par 

le facteur 

a^sîn'f 

8in«(r+2^)* 

on trouve, après avoir supprimé les accens: devenus; 
désormais inutiles, 

Ay — B*x» = — A*B\ 

Les quantités 2A , sB, se nomment les axes de l'hy-^ 
perbole, quoiqu'on effet cette courbe ne détermine 
réellement , par son intersection , que le premier 
d'entre eux. Le point A est le centre de la courbe. 
ILiorsque l'équation de Phyperfaole se trouve ramenée. 
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à cette forme , les coordo^iftée^ étsyat i!ei*^i>gwlaîrç5,, 
on dît qu'elle est rapportée au centre et à ses axes. 
Toute ligne menée par le cente> et terminée à la 
courbe , se nomme diamètre^ et il résulte de la forme 
s^t^iqi^ede l?k3gp«rbole>qaetousle8dMmèti)eB^ tnni^ 
T^ <)^î^ p«r k ce9*re eii deus pavtm égales. 

226. L'équation de F^Uipse, rappért^ aussr à ses 
axes et au centre , est 

r 

En. 1^. «rpup^itant k: c^ je Vbyperhde > on Toifcqu#> 
Pf^MiP'Pfm^r <h S'V^TW) à. l!i9Ufreji if suj^ de changer^ 
B-wBlZ-^t^ cela esC eB^ cflfet évident d'après Ik 
compamisoR' dfes iKiteurs que nous* aTOns> af^rîlftuées à 
B*^ àkrts. ces disax courbes^ puisqu'elles ne diffêsrent 
l!une à% Fsnitre que^par le signe; mais cette analogie^ 
très simple est impertante par h facilké- qu'elle 
donne pour^ passer de» pn^ci'été» de Pëliipse- à» cellQi • 
^6 ]^b^;pe|4^]je^ et réciproquement^ 

Ge.qufi. i^oi^^. avons TQ relatÎTement a la n^^cbe des 
ordonnées dans les deux courbes^ est une suite de 
cette loi; car, si Ton considère une hyperbole et une. 
ellipse dont les axes seraient les mêmes , et qu'on su- 
perpose ces axes , l'Qliîpset se- trouvera comprise tout 
entière dans les limites entre lesquelles l'hyperbole 
<tevîent' imagînah*e ; et iiéciproquement^ ^hyperbole 
aura des ordonnées réelles pour toutes- Ibs a bs e i^ e e s- 
auxquelles l'ellipse n^- sîétai4. ppint* 

l^^l^. ks 4ei|j^. a^es, dç l'h^perliQK nml ég;aux, 
entrç,e^Xj^ soj^ éçjçitipn. devieiit^ 

y'w.x*= — A»: 

estiih alors qn^elleest %Mbe^«. 

Lorsque les deux axes de l'ellipse sont égaux y son 
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et elle se. réduit à un oerde- VbypçrboJ^ éqfiijatèra 
ésX, doue ^, entre lés hyperboles o];din9âreS'9 ce %vt'esjt le 
cercle entre lés. ellipses. 

227.81 par le point B', pour leqwelv jf =5 o ^ et 
:iri= — A (fîg. 86), on mène une ligne droite indinéft 
d'une manière quelconqiie ^ elle aura pQur équa- 
tion 

Si par le point B , pour' fequel^ jr'=^o , et a? =2 -+• A , 
ou mime une' ligne diroite* pareiUèment nidinée d'iine 
mattièce quelconque, elle^siiuna' pour équation * 

Pour que ces deux droites se coupent sur* l'byper- 
bole, il faut que. l^urs équations puissent subsister 
en même temps, et avec celle* de celte courbe. Or , 
en les multipliant memlice £Î membi'e , dles è$n^ 
nent 

y=«a'(a?*— A*); 

et y pour que ce résaïtat s'accorde avec Péquation de 
1-hyperbole mise sous cette forme 

il fî^ut qu'on ait 

B* 

A* ' 

ceci établit donc une relation constante entre les an- 
gles que forment avec le gr^ud'axe les lignes me- 
nées des deux sommets de la courl^e à; un de ses 
points. 11 en résujte^ quq ces angle^^ ont toujours leurs 
tangentes trîgonométriqucs de même signe. 



"\ 



Lorsque l'hyperbole est équilatère , A. = B , il Tiept 
alors 



aa' = l; 



c'est-à-dire qae , dans l'hyperbole éqaQatère , £?« droitesi 
menées du mime point de la courbe aux extrémités du 
grand axe ^ font avec hd des angles aigus ^ dont l'ou- 
4ferture est dirigée dans le nUmê sens, et dont la somme 
est égale à un angle droit. 

Les droites, menées de la même manière dans le 
cercle, font aussi avec l'axe des angles aigus dont la 
somme est ^ale à un droit; mais leurs ouvertures sont 
dirigées dans des sens contraires* 

238* Si l'on introduit les expressions des axes A 

et B dans l'équation de l'hyperbole du n*^ 2a4 , où l'ori-^ 

gine était au sonmiet, en prenant pour A la valeur posi^ 

a sin if oos v t* 1 . . 

tive r— 7^-; V, elle derient 

sm(» + 2v) 

B* 

et peut se mettre sous la forme ^ 

B* 

y*=: — (x-4-2A)a;. 

X et X + 2 A sont les distances du pied de l'ordonnée 
PM aux sommets B et K de la courbe ( fig. 85 ). On voit 
donc, par cette équation, que les carrés des ordonnées 
sont entre eux commue les produits de ces distances. On 
aurait pu tirer directement ce résultat de l'équation 
rapportée au centre; car, soient ar,y ; a/,y, les coordon- 
nées de deux points quelconques situés sur la mèni^ 
hyperbole ; on aura , pour le premier , 

pour le second. 
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Divisant ces équations membre à membre , on iinra 



•'* x'*— A* 



YZ^ 



y ""a?» — A" 

ou , ce qui est la même chose , 

y» _ (x-4-A ) (X--A) 
7— (;x+A)(x-A)' 

qui exprime la propriété que nous venons de démontrer 
en transportant l'origine au sommet de la courbe. 

229. £n changeant les x en y, et les y en Xy dans 

réquatipn 

Ay— BVrs — A'^B», 

elle devient 

AV-^By = — A*B», 

ou By»— AV= A»B*. 

Cette transformation n'influant que sur le choix, des 
axes, l'équation précédente doit encore appartenir à la 
çiéme hyperbole; et l'on peut aisément le vérifier en la 
discutant. Mais 9 ici, la supposition de a; = o donne y 
réelle ; et y = o donne x imaginaire, parce que la courbe 
rencontre le nouvel axe des ordonnées, et ne rencontre 
point l'axe des abscisses : elle est alors placée comme le 
représente laoourbe ponctuée de la figure 86, son premier 
axe étant £»&'. Dans cette situation , on dit qu'elle est rap- 
portée à son second axe, parce que c'est sur celui-ci 
que les abscisses sont comptées. On voit qu'il n'en est 
pas de l'hyperbole comme de l'eUipse, dont l'équation 
garde la même forme , quel que soit celui de ses axes 
qu'on prenne pour axe des abscisses , et cela vient de oe 
que l'ellipse est symétrique par rapport à ses deux axes, 
^u lieu que l'hyperbole ne l'est pas relativement aux 
siens , puisqu'elle n'en rencontre qu'un seul. 

230, Jj'aualoçie de ces deux courbes nous conduit 
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naturellement à cliercher s'il n'existe pas dans l'hjpcr- 
bole des points correspondans aux foyers de l'ellipse. 
Pour les découvrir y rs^pelons-nous que, dans l'cliipse> 

leur abscisse avait pour valeur d; y ^ — B^ : ce sera donc 

itV/A*+B* pour l'hyperbole., en changeant B en 

B ^—- 1 . En effet, si l'on suppose, pour plus de simplicité, 

c=:V/a» + B% 

et qu'on prenne, deux points F,. F' sur l'axe (%• 87) , à 
cette distance du centre de l'hyperbole, on trouye . 

d'où l'on tire , après les réductions faites j 

FM = — — A. 

car 

On trouve de même 

F'M=^ + A, 

c'est-à-dire que les distances FM,F^M, sont exprimées 
en fonction de If abscisses dfune manière rationnelle. En 
retranchant ces équations l'une de Pautre , on trouve 

FM — rM = 3A; 

G^estrà-^diFe que la différence de ces distances est égale 
aui premier oixe de. l'hyperbole*. A causé de ces pro- 
priétés, les points F, F' déterminés par la yaleur pré- 
cédente de c,. se nomment les foyers de l'hyperbole. 

En faisant a: = dt V^Â* -r B^ dans l'équation de la 
courbe, on aura l'ordonnée qjii passe par le foyer , et 
sa valeiu* sera 

. B* 

Le double de cette ordonnée, ou -r-, s'appelle le 
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paramètrt de l'hyperbole. G* est une troisième propor* 
tionnelle aux deux axes. 

23 1. Pour trouver gcométriquement la position deg 
foyers F, F', fig. 87 , on élèvera à Fune des extrémités du 
prem^ier axe BB' uneperpendîculaireJ^^égaleà ia moitié 
du second axe B. On mènera Thypoténuse AEj puis, du 
point A, comme centre avec cette ligne pour rayon, on 
décrira une circonférence de csercle, qui coupera l'axe en 
deux points F, F'. Ce seront les foyers de l'hyperbole. 

On prouvera facilement que la double ordonnée qui 
passe par ces foyers est égale au paramètre de la courbe. 

ada. Les^topmétéîs^jBéoédeiites fouimisseiiît} .pour la 
description' de l'hypecbole;, un procédé :»ia]ogiie ài^ehti 
que nous avons employé pour l'ellipse, dans l'art. i48. 

Du foyer F, comme ctenlre (fîg. 88) avec un rayon 
quelconque BO , on déorka ^ne :oiPGon£8t«iice Ae 
•oerole. 3>e l'aiiitce io^yùr F' «oomone eentiiie^ jivec ;B^O ou 
BB^H- BOjpour < rayon ^ ^n décrira une auire cîrcon£é- 
•renoe de cercle : les ^ints M , M' «ii eUe «ompera la 
.précédente appartiendront à l'hyperbolei car, d'après 
cette construction, on aura toiijours 

FM — FM = 2A. 

En opérant de même de F autre côté de l'origine, on 
aura la seconde branche de la courbe , et l'on peut appli- 
quer ici les remarques que irons avons faites Bur là 
construction de l'ellipse par ^e procédé analogue. 

On peut attssî , d'après cette propriété, décrire l'hy- 
perbole, comme l'ellipse, par un mouvement continu : 
pour cela , on fixe au foyer F' une règle F'M, qui peut 
tourner autour de ce point. A l'extrémité M et à l'autre 
foyer F .€»t «ttaché «n fil Mf , tel que F'M — FM soit 
égal au grand axe BB' ; glissant ensuite un piquet le 
long du fil, clip le force à s'appliquer toujours contre 







la r^le qui tourne autour du point F; et le picpiéti 
par ce mouvement, décrit une portion de Phyperbolé 
demandée. 

a33. Occupons-nous maintenant de mener uiie tan- 
gente à rhjperbole , dont l'équation est 

Soient ofjy^j les coordonnées du point de tangénoe; 
elles vérifieront la relation 

Ay » — B V» = — A*B*. 

La tangente étant une ligne droite, et devant passa' 
par ce point, son équation sera de cette forme 

y— y = a(x — x"). 

n ne reste plus qu'à déterminer a« 

Pour 7 parvenir, il faudra opérer sur ces trois équ»>- 
tions comme sur celles de l'art. i49, qui étaient rela- 
tives à l'eUipse; mais ces dernières sont les mêmes que 
les précédentes, en changeant B en Bf/ — i. Le ré* 
sultat sera donc aussi le même avec cette modification 

et l'on aura 

B* x" 

A» y 

L'équation de la tangente sera 

B* x' 

ou , en réduisant 

A»jy " — B^xx" = — A'B*. 

On aura de même > pour Péquation de la normale ^ 

y y -^ B"x»^ ' 
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Oii proui^é facilement qu« tons les points de la tan- 
gente, excepté celui de tangence, sont hors de l'hyper-^ 
bole. Pour cela, prenons la valeur de A*j^ dans Téqua-» 
lion de l'hyperbole, nous aurons 

cette valeur de A^ convient aux points situés sur Îm. 
courbe même, t^our les points situés hors de la courbe , 
la valeur de jf correspondante au mémea?,^ sera nécet^ 
sairement plus grande; par conséquent, les valeurs de 
y^ et de A^j^* seront plus grandes aussi : on aura doind 
alors 

Ay>B*a;*— A*B»; 

au contraire , pour les points intérieurs à la courbe, Uk 
valeur deTcNrdonnée^ sera plus petite que sur la courbe 
même, la valeur de x étant ^ale: il en sera de même 
pour A*y* ; on aura donc alors 

Ay<B*a:* — A*BS 

en transposant ces inégalités dans un seul membre, on 
en déduit les trois conditions suivantes : 

Pour les points extérieurs Ay — B V+A'B'>o , 

Pour les points situés sur la courbe A*y *— B V+ A*B*= o 
Pour les points intérieurs A*j'*— B v4-A*B*<o. 

Maintenant , il faut prouver que tous les points de la 
tangente, excepté le point de tangence même, satis* 
font k la première de ces inégalités. Or il est facile de 
voir que le signe négatif du terme affecté de x^ empêche 
qufc là démonstration employée n** i5o , pour l'ellipse ne 
«oit ici praticable; il n'y a donc d'autre ressource que de 
calculer directement la quantité A*^* — - B V+ A*B* en 
fonction de * seul. Pour cela , il n'y a qu'à tirer la valeur 
dejf de l'équation de la tangente, cette svaleur era 

_ B^jxx'-^ A-) 

Ay 



y "^ .A«-.« 



^ 



b 
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et €11 <U 9ttb«kîliunt ^dam la qoatitHë 

Ay— BV-f A»B*= > ■ ;^.; g^^V ^AV 4- A*». 

£n réduisant le second membre au même dénominateur, 
«ft HMttiifA mi ttumîër^tetit ^ au lieu fie Ay*^ 9 sa valeur 
B-aJ***-^ AÎ»B',*tîrée'deVéqusttion de Wiyperbole, ce nu- 
^nénrtetif^deyîént 

et les produits étant développés et réduits, donnent^eafin 

le :8e<»]iâ manille >étffift un 'caf iié e^t e^sentieUement 

positif^ anui r<m «a tcM^ut^s sur la tàtig^te 

Ay— BV+ A'B* > o , -ee -qiti •prcnrvè que tous ses 
points sont extéri^fn:!! k -la couiiie ; A n'y a d'excep- 
tion gue pOMr la valeur x^^af ts^^^i, <^irendeette 
quantité nulle; mais cette valeur noas «rateène ^u 
point de tangence : lui seul est donc sur l'^peiibûle. 

234. lia valeur de a devient in£nie quand ^^ e& 
«ntille y tar x"z=>o donnerait y" imaginaire ^ et y", 4tit- 
^tti donnerait x" infinie : ainsi , aux extrémités dû pre- 
mier axe de fliyperbole , la tangente -e&t parallèle aux 
ordoimëe^y et elle ne peut jamais devenir .paraîUèk 
aux abscisses. 

^55. 5i par le centre et par le point de taiige^oe 
on urène Une ligne droite, son équation sera de. la 
forme 

et la condition de passer par le point de tangence 
donnefa 

X 
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Cette ;i7aleur , étant multipliée par celle de a qui c»n- 
Tient à la tangente, donne 

, B» . . 

et y en comparant ce résultat aTec celui de l'ar- 
ticle 227, on voit (fig. 89) que le pqint de.tiingence 

M est sur une hyperbole .^ dont le premier, axe e&\ 

. ' ■ ' ' R ' 
AT y et le rapport defe^alies ^ : d'où il»ait que/pour 

mener une tangente à ITiyperbole par un point M 
donné sur cette courbe , il faut mener ^ de ce point 
au centre, le diamètre AMf puis ^ par l'textrémité B' du 
premier axe BB^ mener la corde B'N parallèle à AM ; 
MX^ parallèle à BN, sera la tangente demandée. 

Il résulte de cette construction et de la forme sy- 
métrique de l'hyperbole, que les tangentes MT, mt^ 
aux extrémités d'un même diamètre , sont parallèles 
entte elles. Si donc on mène par le deiitre A une 
jparallèlé à ces tangentes ^ elle ne rencontrera jamais 
la" courbe : cependant, par analogie. avec l'ellipse, on 
prend sur cette parallèle une quantité qui s'appelle 
le diamètre conjugué du diaimètre AM', et qui se dé- 
tei*nlin6' conune on le verra plus bas. Ici , comme 
dans l'ellipse, l'angle EAM , formé par deux diamè- 
tres conjugués , est égal à l'angle, B^B des deux, 
cordes qui leur sont respëctiTement parallèles, et qui 
sont menées des deux extrémités du premier axe à un 
hiénie point de la courbe. 

236. En faisant jf = o dans Péquation de la tan- 
gente. On trouvera * 

A* , 



X 



C'est la valeur de AT (fig. 90) ; en la retranchant de 
AP , on aura la soutangente . 

7« Edit, 20 
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On trouTera de mante la sotutormale 

ra,= %-. 

aS?. Les 'formule^ précédentes peuvent encore sepir • 
pour wiener des tangentes à l'hyperbole par nn point 
ej,téripur,i ew:,'en représentant «es coordonnées par 
xfj y', elles devront satisfa.^ k l'équation de, la tan? 
gente; ce gui ionuCTa. 

On aura» déplus, 

puisque le point ç aqrjb^. Ce; 

deux, équatjons si 1^ '^T~ 

données jç",' y,; q j^pî ppifl' 

le même pcjint^ ;« g- que, «9 

valeuris sei;on^ tt s le pqint 

d<^ii^ bèra hors ^ 

En'^mliguaDt i< nous arpiv 

faU ,usagV',(n° ifiol « de.fl^àne 

qu'en TMfîi^ilt les c^rdonnées *", j»", comm^ variar 
blés dans ï'égwitioii, (1^. cçtte^ éqpatioii est <^e.de 
la. drgite qui j)asse p^i^, lep poii^tf dç^ , contact des deiuc 
tangen^ mei^ées dw, poipt, extérieur , dont les eopr- 
données'iont x', y. En ass|:^ié^^nt cett^ droite à 
p^if^ger pa^ "»- poiPt doiynç, dont les. coordonnées sont 
a et A, elle deviendra 

l^by— Va^ = — A'B» (5) ; 

et alors, en yrtgardanf; ?:',y, cpipme variaMejs, elle 
repriiKBterB «ne droite tell^ que, si d*un quelconque 
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de ses points, on mène à Thyperbole deux tangentes, 
la corde qui joindra les deux points de tangence pas- 
sera par le point donné > dont les coordoniiiées sont 
a et bi 

En continuant de suivre, dans les calculs, l'ana- 
lègîe des deux courbes , on arrivera à une construc- 
tion. pareUla;, pour détarniiaer la droite <}ui contient 
les sommets des coures de tangentes , quand on con- 
naîtr<a le p^iiitd^.OQiuxxiirs des cordes^^ et réciproque- 
ment. La similitude est si parfaite^ qu'il n'est^ pas 
besoin d'expliquer ici l'application de cette métbode , 
et qu'il suffira., pour s'en rendre compte^ de jeter les 
yeux syr la fig. 91. 

a38. L'extension indéiiiiiç de$, branches de l'hyper- 
bole, introduit dans la direction.de ses tangentes une 
loi très remarquable qui lui est particulière. Pçuf la 
décoùTrir, reprenons l'équation 

Les deu^i;ndiewft.de'j(, qui en rénUtent, peuvent se 
mettre sous la forme 



j,=^^(.^D?. 



DéYelpprgom le radical en série par l^héprème da 
binoixi^e, iï/deriendra 

et en éifectuant la n^ultiplication. par rr}^^ viendra 
_^/Baî 1 BA 1 BA^ 1 BA* , \ 

Ame^re^uex aij^g^feijite, ke^Ri^e^^m^ 1^ manies, W 

TOI 
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BA BA* 

'termes — , — r > ^*^* > diminuent , parce qu'ils sont 

dÎTlsés par les puissances successives de a: ; et les va- 
leurs de y approchent de plus en plus de se réduire à 

^ _ . on peut même, comme x est indéfini^ le prendre 

A * ■ 
assee grand pour que la différence soit plus petite que 
toute quantité qudconque donnée. Par conséquent , 
^\ l'on construit deux lignes droites, dont les équations 

soient • ' 

Bx Rx 

ces droites seront les limites des deux branches su- 
périeure et inférieure de Thyperbole, qui s'en ap- 
prochera sans cesse sans pouvoir les atteindre j et 
c'est ce qu'il est bien facile de voir , car on aura tou- 
jours 

y* = -i-j. -r- B* sur l'hyperbole , 

V* = sur les droites ; 



de sorte que les ordonnées correspondantes aux mêmes 
abscisses seront constamment plus petites sur la courbe. 
Cette proprié^ fait donner le nom ^Asymptotes aux 
deux lignes 4Pités déterminées par ces équations. 

On peut aisément prouver, d'après les expressions 
précédentes, qu'en effet ces droites s'approchent conti- 
nuellement de l'hyperbole; oar, bien que la différence 
entre les carrés de leurs ordonnées et les carrés des or- 
données de cette courbe soit constante, cependant la 
différence des ordonnées elles - mêmes va toujours en 
diminuant, de manière à devenir enfin plus petite que 
toute quantité donnée. Pour le faire voir, retranchons 
les deux équations précédentes l'une d« l'autre , en 
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désignant par y' les ordonnées des asymptotes , afin de 
les distinguer de celles de la courbe ^ qui continueront 
d'être représentées par y \ nous aurons ainsi 

ou (/-j')(y+j') = B'; 

d'où l'on tire 

•^ -y-y+y' ^ , 

y' '—'y est la difiPérence des ordonnées. La fraction qui. 
l'exprime a son numérateur constant; mai^ion déno- 
minateur est yariable^ et augmente continuellement 
avec les ordonnées ^, j^', à mesure que l'on s'éloigne 
du centre de l'hyperbole. Ainsi , cette fraction diminue 
sans cesse. Et comme il n'y a pas de limite à Faccrois- 
sèment des ordonnées^' et j^, il n'y en a pas non plus 
à la diminution de la fraction. La différence des deux 
ordonnées j'' — y peut donc devenir aussi petite que l'on 
voudra ; et plus petite que toute quantité donnée. 

239. Pour construire les asymptotes de l'hyperbole , 
on mènera à l'extrémité du premier axe une perpendi- 
cidaire^ sur laquelle on prendra deux ordonnées de 
signes contraires , égales toutes deux autdemi-second 
axe B; puis^ par les extrémités de ces ordonnées et par 
le centre de l'hyperbole ^ on mènera deux lignes droites. 
Cçs lignes faisant avec le premier axe un angle dont la 

tangente trigonométrique est :±^ y> sero% évidemment 

les asymptotes demandées . Il est visible que l'iiyperbole 
sera comprise tout entière dans l'angle formé par leurs 
directions. 

a4o. On voit aussi, par ces résultats, que si une 
ellipse et une hyperbole sont construites Sur les mêmes 
axes, les diamètres égaux de la première formeront, 
étant prolongés, les asymptotes de la seconde. 
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124 1. Si Fhyperbole est équîlatère, on a B = A.; les 
asymptotes font aTec Faxe des asgles de 45^^ et sont 
perpendiculaires entre dles. 

â42i. Il est facile de Toir que les asymptotes sont 
aussi la limite de toutes les tangentes. En effet, l'équa- 
tion d'une de ces dernières étant 

le point où elle rencontre l'axe réel de l'hyperbole a 

pour%bscisse 

A» 



X 



C'est la dislance de ce point au centre de la courbe. Sa 
îposition autour de ce centre dépend du signe de x", 
c'est-à-dire de l'abscisse du point de tangence; mais, en 
ne considérant que sa longueur^ on Toit qu'elle dimi&ue 
à mesure que a:" augmente, et qu'elle ne peut devenir 
nulle qu'en supposant x" infini. Dans cette su]^>Qsition , 

la valeur de y" devient aussi infinie et égale à rh -^ ; 

A- 

de sorte qu'en la substituant dans la valeur de iz qui 
convient à la tangente, et qui est 



a = 



on trouva 

. B 

C'est précisément la valeur de d qui convient aux 
asymptotes; ainsi , les tangentes de l'hyperbole s'aîp- 
prochent de plus en plus des asymptotes, k meisure que 
le point de tangence s'éloigne du centre. 

243. llies directions de la tangente et de la normale 
dans l'hyperbole, ont aussi des rapports remarquables 
avec les lignes menées des foyers aux divers points de 
la courbe ; cherchons à les découvrir, 
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Si, du foyer F, pour lequel ^^=0, et x =v/a*+B' 
(%. 912), on mène une ligne droite FM à un point 
quelconque de Fhyperbole ayant pour coordonnées 
ar% j^*, l'équation de cette droite sera 

La condition de passer par le foyer donne, ei| faisant 

. _. -y 



X 



La tangente au même point de l'hypedbole a pour équa- 
tion (n«a33) . . 

L'angle FMT, oti /M^, qu'elle fait avec la droite TilL , a 
pour tangente trigonométrique 



«—a 

> I I !■ I 



qui se réduit à 

+ ^- :'' 

en mettant pour a et « leurs râleurs^ et observant. que 

puisque le point x'\y, hst sur lliypeiMle. 

PareiUefment, si, diz second foyer F', pour léfjfiîel 
jr=:o,etx = -— c,Qa> mène au point de tangeneé une' 
ligne droite , son éqiuitibn sera 

et l'on aura 






c + xf'' 

L'angle FMT, ou f^Mè, que fait cette droite avec la 
tangente MTde l'hyperbole, à pour tangente trigonomé* 



n 



3l2 

trique 


M l'htpebbole. 
a — « 


qui se réduit à 





quand oh met pour a et » leurs valeurs. Les angles 
FMT et F'MT, ayant même tangente , sont égaux entre 
eux; d'où résulte cette propriété ^ que, dans V hyper- 
bole , les droites menées du point de tangence aux deux 
foyers font apisc la tangente ^ et de part et d'autre de 
cette ligne, des angles égaux. 

Il suit delà que la normale MN dUfise en deux par- 
ties égales V angle FM* formé par les rayons ifecteurs 
menés-de^ foyers à un même point de la courbe. 

Ces propriétés existent aussi dans Téllipse, et il n'y a 
de différence que dans ce qui tient à la situation de la 
tangente par rapport à ces deux courbes. 

a44. Ceci fournit la construction suivante pour me- 
ner une tangente à Fhyperbole par un point donné. 

Supposons-le d'abord sur la courbe. 

On mènera les rayons vecteurs FM, FM (fig. 92 ) ; 
on prendra sur celui-ci, à partir du point M, MG = MF; 
puis, joignant GF, et lui menant la perpendiculaire 
MT, ce sera la tangente demandée. 

En effet, par cette construction, les angles FMT; 
E'MT,. sont égaux entre eux. On pourrait démontrer 
ici , comme dans l'ellipse , que la droite MT n'a que le 
point M de commun avec l'byperbole. 

Supposons le point donné t extérieur à la courbe. 

De ce point t, comme centrjg, avec un rayon égal 
à F*, on décrira une circonférence de cercle. Du foyer 
F' comme centre , et avec un rayon égal au premier axe 
BB' de l'hyperbole , on décrira une autre oircontérencç 



^ 
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qui coupera la précédente en G. Menant F'G qui ren- 
contre la courbe en M , le point M sera le point de tan- 
gence^ et ^MT sera la tangente demandée. 

Car , si l'on mène tG , on aura par construction 
G^== F^j de plus, le point M étant sur l'hyperbole, et 
F'G étant égal au premier axe , on a MG = MF : donc la. 
ligne iHfi^ est perpendiculaire à GF, et divise l'angle FMF 
en deux parties égales ; donc elle est la tangente demandée. 

Les circonférences décrites des points F' et t, comme 
centres , se coupant en deux points , cette construction 
donnera les deux tangentes que l'on peut mener à l'hy- 
perbole par un point extérieur. Si ce point est compris 
entre les asymptotes et une des branches hyperbo- 
liques, les deux points de tangence seront sur cette 
branche ; mais s'il est hors de cet angle , les deux points 
de tangence seront situés sur les deux branches oppo- 
sées. Dans tous les cas, les deux points de tangence 
seront réels ; car , pour tous les points situés hors de 
l'hyperbole, la difFérence de leurs distances aux deux 
foyers est moindre que la longueur du premier axe, 
comme il est aisé de le voirj de sorte que les cercle!? 
décrits des points F' et t comme centres , se couperont 
toujours , tant que le point t sera extérieur. 

Des Propriétés de V Hyperbole par rapport a 
ses diamètres conjugués. 

2.45. Les propriétés de l'hyperbole par rapport à ses 
diamètres , peuvent se déduire avec une extrême facilité 
de ceUes qui appartiennent à l'ellipse. 

En efiFet, l'équation de l'hyperbole , rapportée à ses 
axes et au centre, est 

hes abscisses sont alors comptées sur celui de ces axes 
qui rencontre la courbe. 
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En faisant 

x'^r^x cas* +y oos«', j^ = s' sin * «4- y' sin*', 

on pourra étabKr entre « et «' la relation nécessatre 
potir que le teiriûe affecté 'de 'a/y disparais^ l'inais on 
pieut^ sans effectuer le câlcîûl ; parvenir sur-lè^liaiBip à 
ce résultat; car les équations pfrécéflentès se déduisait 
de celles de l'art. i6i , qtd sont relative» âî'ëBîpse , eh 

changeant B en Bv — i dans ces àernîeres; et, par 
conséquent , lés réisultats auxquels elles conduisent , ont 
entre éxiiL la même relation. On aura donc pour Pliy- 
perbole 

(A^sinV— B»cosV)y*+(A*sin*«— B*cos*«y»==--A*B" 

A^sin« sin •'— B*cos«gûs«' = o , 
Qubien 

À* tang « tang <»' — B* = o. 

En faisant successivement x'r=zo ety' =o, on aura 
les distances de IWigine aux. points dans lesquels la 
courbe coupe les diamètres auxquels elle e^t rap^rtée. 
Si l'on représente par A'* et B'^ les carrés de ces di- 
stances, il viendra comme dans l'article i64 



A*sin»«— B*cos»« ' A»sinV— B*cos»« * 

En multipliant ces deux quantités l'une par l'autre, 
comme dans l'art. i65 , le résultat pourra se mettre sous 
la forme 

A'.B' A^B^ 

"" (A^sin*sin«'— B"cos-icos«')*— -A.*B*sin^(« — •)* 

Li ] remière partie du dénomiliâtîettr s'éiW^ttWift en 
vertu de la relation qui existe entre et et « j 11 reste 
simplement 

Sin' (# — «fy 
d'où il suit qu'une des quantités A', B', est îiiidgiiàalre : 
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et, par conséquent , 1 -hyperbole ne rencontre jatïïiàîs en 
même temps ses deax diamètres conjugués, propriété, 
que nous avions déjà reconnue précédemment. 

246. Nous pouYOns à volonté supposer réelle l'une 
ou l'autre des quantités A', B', et ce choix déterminera 
quel est celui des axes des coordoiâtées qui rencontre 
la courbe. Supposons que ce soit Taxe des x\ alors èl 
sera réd; et, pour éviter les imaginaires , nous repré- 
senterons par — B'^ la quantité que nous avions nom- 
mée K^ ; ce qui donnera 

èlHw^*— B^cos» «' A*smV-B»c"osV * 

Alors l'équation de .l'hyperbole deviendra 
A'^ya _ B'*x'* = — A'* B'*, 

qui se déduit de ceHe que nous avons trouvée , art. 1 64 ^ 
pour l'ellipse, en changeant B' en B|/^ dans cette 
dernière. Les quantités îiA', oB', sont appelées, pat 
analogie, diamètres conjugués de FhyperlKiîe, quoique 
le premier soit le seul qui soit terminé par la courbe. 

aB'^ 1 . 2A'» 

-p- est le paramètre du premier diamètre, et -»- 

est le paramètre du jsecond. Pour plus de simplicité , 
nous supprimerons les accens des variables x' et y, en 
nous rappelant toutefois qu'elles appartiennent à des 
coordonnées obliques, et il viendra 

A'»y — B'» X* = — A'* r». 

On déduira facilement de cette équation que les carrés 
des ordonnées aux diamètres conjugués sont entre eux 
comme les produits des distances du pied de ces ordon- 
nées aux sommets de la courbe; d'où il suit que, pour 
décrire une hyperbole dont on connaît deux diamètres 
conjugues, il faut décrire une autre hyperbole sur 
ces diamètres pour axes, et incliner convenablement les 
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ordonnées de celte dernière, sans changer leur longueur. 

:ié{j. A l'équation précédente , il faudra joindre les 

suivantes : 

A'* — B'* = A*— B% 

A'FsinCa — «)=AB, 

A' tang «t tang dî — B* = o. 

qui se déduisentde celles de l'art. 167, qui appartiennent 

à l'ellipse, en y changeant B et B' en B ^ — 1 et B' ^ — i. 
Ces trois équations suffisent pour résoudre toutes les 
questions relatives à la recherche des diamètres conju- 
gués de l'hyperbole. 

La première signifie que la différence des carrés con- 
struits sur les diamètres conjugués est toujours égale à 
la différence des carrés construits sur les axes. Il résulte 
de cette propriété , que toutes les hyperboles n'ont pas 
des diamètres conjugués égaux; car la supposition de 
A' =.B' donne A = B , et réciproquement. Uhyperboèe 
équilatère est donc la seule qui ait des diamètres con-- 
jugués égaux ^ et tous les siens le sont deux à deux. 

La seconde des équations précédentes signifie que le 
paraUélogi^amme construit sur les diamètres conjugués 
est toujours équipaient au rectangle des axes, propriété 
qui a également lieu pour l'ellipse. 

Enfin la relation 

A* tang a, tang «t' — B* = o, 

étant comparée à celle de l'art. 227 , signifie que l'on 
peut mener, par les extrémités du premier axe de l'hy- 
perbole , deux cordes qui se coupent sur cette courbe, 
et qui soient respectivement parallèles à deux diamètres 
conjugués quelconques, dont la direction serait connue \ 
ce qui permet d'appliquer à l'hyperbole le moyen que 
nous avons donné (n° 1 68) pour trouver deux diamètres 
conjujugués de l'ellipse qui fassent entre eux un angle 
donné. 



/\ 



DE l'iiypebbole. 3 17 

248. Si, par les extrémités du diamètre sur lequel 
les abscisses sont comptées , on mène deux droites di- 
rigées d'une manière quelconque^ elles auront pour 
équations 

a et a' étant les rapports des sinus des angles qu'elles 
font avec ces deux diamètres. Pour que ces droites se 
coupent sur l'hyperbole , il faudra qu'on ait 

ce qui établit pour les diamètres une condition analogue 
à celle qui existe pour les axes. 

249. Si , par un point pris sur l'byperbole, et dont 
les coordonnées', par rapport aux diamètres conjugués 
seront x"yy\ on mène une tangente à cette courbe, il 
faudra combiner ensemble les trois équations 

A'*^* — B'? a;* = — A'» B'% 

A'y :» — B'» x"* == — A'* B'% 

a étant lé rapport des sinus des angleaque fait la tan- 
gente cberctiée avec les diamètres conjugués auxquels 
la courbe est rapportée. L'analogie que nous avons re- 
marquée entre l'ellipse et l'hyperbole, s'applique en- 
core, à ces. équations, et en les cckmparant aux e&pte^ 
sions trouvées n® 174^ fslle donqç 

B'* çc" 

gf ^^■■» ^-^^ ^^m^ • ' 

et l'équation de là tangente (devient 

M^yy" — B'* xx" = — A'* B'^ ' ^ 

Celle d*une droite menée par le centre de l'hyperbole 
et le point de, Ifitangence étant 

j = a'x, 
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dn aura 



a j,. 



=•1 

Multipliant cette valeur par celle de a, il Tient 

au' = Çj , ou A'» aa' — B'« =; o , 

d'où il «ait que le point de tangenœ est sur une hyper- 
bole rapportée à dés diamètres conjugués parallèles à 
ceux de la proposée, et dont lera'ifport est le même. 
Cette hyperbole passant à l'origine des coordonnée^ , et 
par le point ou lia tangente rencontre Taxe des x, un 
de ces diamètres est. la distance de ce. point à l'origine 
(fig. 93). Far conséquent , pour mener, d'un point M de 
l'hyperbole, une tangente à cette courbe, on mènera 
par ce point et le centre le diamètre AM ; par l'extré- 
mité D' d'un diamètre quelconque D AD', on tirera D'N 
parallèle à AM *, MT; parallèle à DN, sera la tangente 
demandée. Cette construction est précisément celle qui 
nous a servi pour|[ l'ellipse (n^ ^7^)* ^^ pourra donc 
appliqi^er à l'hyperbole toutes les conséquences que 
nçus en avons déduites rela,tivement à la recherche 
dés diamètres con]ugués et de^ axes, lorsque la courbe 
est décrite , et que son centre est conni^. 

Ge^' Frepriéiés^ ck' ViHyperholè rappOPtée à 

ses asymptotes* 

25o. L'équation de l'hypedlKJe prend une forme très 
remarquable, lorsque l'on choisit ses asymptotes pour 
axes de coordonnées,,^ A c^ el^t, il faut m r^^ler 

que ces lignes, font, avec Je pr,emier axe , des angles 

R 
dont la. tangente trigouométrîqi^ est rt — «.Aii^^i., en 

reprenant les formules générales de transformation 
X = x' cos « +y cos a y y^^oc' sin « '•\-y' sin », 
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il faudra supposée 

tang « = — — , tang « =:= -^. 

Alors les coordonnées x'yj'y seront parallèles aux. 
asymptotes. Or, en substituant ces valeurs de x et de j' 
dans Péquation de Fhyperbole 

eU^^de^ienf ^ comme dans^ l^^n^. ^45 ^ 

(j^MnV— Bft<»sV)y'«-+.(A?sin»*--B«cos*«)x'* I _^ 

' +2 ( A^sin * sinV— B» cos « cos*' ) afy' \ ^ ^ ^'^* 

Les'coefficïens de y'* et de x'^ sont nuls d'eux-mim^s, 
en vertu des valeurs précédentes de tang « et de tang « ; 

' ■ • 4A»B* '" 

ces tareurs;^ l'équation de la courbe devient 

, . A" 4- B» 

^^i. R^^rç(ÇflÇïç^i|i^, il^r^ifc faillie de^pyowpï'ctue 
les asymptotes sont leSj sei:^ \axes de coordonnées qui 
pidaBenila>iréâ^ireJL cette-forine* Il suffît^ pour s'en 
assurer, de substf^er les vjaleurs générales de a:. et de.y 
dans l'éqûation aux axes, et. ^e déterminer «et «.par,. 
la condition que les carrés Ars coordonnées^^* et de a:'* 
disparaissent; c^ on ritwibe ain«^i sur le,§ valeurs pré- 
cédentes de tahg « et de tang u, 

a^Qf^D^ps^cetteiorme non^i^le de l'éqnation de Thy- 
p^jbflk» OAixeGonnait aisément la propriété caracté- 
rîiAiqilie dce.a«)Uttptotes, de ^'approçliers^ns^ cesse delà 
CQurJteA ËAiC&t^ si l'on.oqnsidère la valeur d^y, qui est 

A-+B> • 
•^ "" 4a/ ' 
on voit que cette valeur diminue à mesure que x^ aug- 



^ 
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mente, ç'est-à-dire que la ligné PM, menée de l'asym* 
ptote à la courbe , devient de plus en plus petite , et est 
nulle à l'infini (fig. 94). Il en est de même des valeurs 
de x' comparées à celles de y'; et^ conune ces deux 
variables doivent toujours être de même signe pour que 
le produit x^y^ reste toujours positif, ce» résultats sont 
les mêmes pour les deux branches de la courbe , il n'y a 
que le signe de changé. 

253. Si l'on prend la ligne B'B (fig. 96) pour repré- 
senter le premier axe de l'hyperbole, et qoe-AX, AT', 
soient les nouveaux axes dea_ a?' et des y% c'est-à-dire 
les asymptotes de la courbe , B£ parallèle à AX' sera 

égale à y/ A* + B*. Or, si par le sommet B de la courbe^ 
on mène l'ordonnée BK terminée aux asymptotes , d'a- 
près la construction de ces droites, BR sera égale à 
A£ ou au second axe B ; par conséquent, AK sera ajo^i 
égal à B£, et par suite l'on aura AD =BD. Ënrépé* 
tant la même construction de l'autre côté de l'axe Â.B ^ 
relativement à l'autre asymptote, la sypaétrie de la 
figuj^e montre que ADBD' sera ub losange , dont le doté 

AD moitié de AK sera y/ -^''4-B' g^.^ ^l'angleX'AY'. 

formé par les asymptotes entre elles; l'équation précé- 
dente dé l'hyperbole , multîplîée.par sin /3 , doni^e ,, , ,. 

f f * ^ A *+'B . . -n- '- ^ ,.' .1; : 

. xy sm i3 = 7- .sm i». . , , 

Le premier membre représente l?aire du parallélo- 
grami)^ APMQ construit sur les deux coordonnées . 
AP> PM , d'un point quelconcpie de la courbe. Le second 
membre représente l'aire du parallélogramme ADBD^ 
formé sur les coordonnées AD', D'B , du point B qui en 
est le sommet; et l'équation précédente fait voir que 
CCS quantités sont constamment égales entre eUei?. Le 



graiid losange BBEE^, quadruple de ADBD'^ se nomme 
la puissance de l'hyperbole. 

a54. Lorsque l'hyperbole est équilatère^ l'angle des 
asymptotes est droit : sin /3 = i ; le losange ÂDBD' 
devient un carré qui est toujours égal au rectangle des 
coordonnées. 

Pour plus de simplicité, nous supprimerons les ac^ 
cens des variables x* y, en nous rappelant toutefois 
qu'étant comptées sur les asymptotes , elles sont en gé^ 

n^ A*+B* 

néral obliques. De plus, nous ferons -r — = M"j et 

il viendra 

xy ^ M^. 

255. Soient x*,^*, les coordonnées d*un point , quel- 
conque de l'hyperbole ; on aura 

x"/ = M\ 

Si par ce point on lui mène une tangente, elle aura 
pour équation 

Il s'agit de déterminer a. 

Pour cela , nous considérerons d'abord cette droite 
comme une sécante; et, pour trouver les points où elle 
rencontre l'hyperbole , nous combinerons les trois équa- 
tions précédentes. Or^ les deux premières étant retran- 
chées l'une de l'autre , donnent 

ay— .a;"y = o, 
qui peut se mettre sous la forme 

OU, en mettant pour y — J'" sa valeur tirée de l'équa- 
tion de la droite, 

(x — x') (ax +y") 1= o. 

Cette relation est satisfaite quand a; i= x'^ ; ce qui donne 
y = j", parce que x'\y" ^ sont les coordonnées du prer 
7* Édit\ 21 
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ipi^r iKHlit d'interfiection. L'autre factQiir^ égaté i 
zéro , donne 

qar4ry"s5:o. 

Si U droite flsit tangente , œtte relation devra aneot^ 
ét»e iiitûlaîte quainl x xs j?^, «t y k^^-, «a ipî donne 

«^" +/ — <»; oa a^'-^^i 
et , diaprés cette valeur, TéquaCion de la tangente devient 

y -/ = - ^! (r - *"). 

256* £n faisant ^=o dans cette équation ,>on aur<a 
l'abscisse du point où la tan^^te rencontre l'axe des x , 
et X — x" sera la valeur de la SQUtangente. On trouve 
ainsi 

c'est-à'dire que, lorsque Fhyperbole est rapportée à ses 
a9jf¥ppf:ii%tes, ^ so^taog^nt^ pour chaque fioint est égale 
à l'abscisse qui lui correspond. Ainsi , pouir mmier cette 
tangente MT, fig. 9a, il faut prendre sur l'asymptote, 
à partir du pied de l'ordonnée PM > Mi|^ longqeur 
JPT :=? ^P ;F5 x" y MT ^ra la tai»g^n^ 4^ix^Adéç* 

Ou voit, par ce^t^^ construction ns^mei qwei si E^ 
^Çpl9%<î la droite ]\ÏT >waiqu'à sa renco^^re avec l'autre 
a^ymp^oitç ea,^, qu aura M<=::2 MT. La portion d« ^« 
tangente qui est comprise ei^tre les asjxpptotes, se 
trouve donc coupée au point de tangence en deux par- 
ties égales. 

267. Du centre à un point quelconque M de l'hyper- 
bole f menons un diamètre AM que nous nommerons 
A' ; eli Appelons fi Fangle Y' AX' in9mé par les deux 
asymptotes (iig. 96) : les triangles AMI^, TMP, don- 
neront , quel qi*e soit /S , 

AM" =y + 0?* rh ^^y 00*./?^ 
XM* . w ^^ + -»* — 2xy «os fi ; 



d'oii l'on tire 

AM» — MT* = 4ay cos /8. (i) 

L'angle Y^AByX'AB ,lbrmé par leaa^ymptotes et l'axe 

réel de la courbe, a pour tangente trîgonométrijtjue -^, 
on aura donc, en le nommant S , ^ 

• fl ^ A .. A 

8in r= •^T==î: • C08 9 i^ 



L'aflgie /l 33 bI : donc 

cos /^ 2= Cos* ft *— sîn* 9 , 

qtii doithe 

A» — B* 

L'équatîoxi de ï'hypeiliote donne 

4a?y = A* + B*. 
Substitua dans Véq^tion (i) , i) vient 

Or, si l'on nomme B' la longueur du demi-diami&tre 
<;(rtï>trgué à A^ on à toujours A'*— B'* = A* — B», dono 
JHÏ :it Bf ; e'est-à-^dîiie qùé Mï est le conjugué de AM , 
t!t TlVtt de i/Lknii âîïisî^ tôrscpe Ton connaît un premiei* 
^fiàniétf« rtik^ de PÉiyperbole , âqn conjugué est la 
pCMioti TMf ié là tangente menée à son eltrémité, 
^ tcfrttriûée ai&i a^rtdptotes. 

a58. On Tient de -voir n? q5S ((ae,si d'un point (jnel^ 
<$onqûe M' pris sur Hijrperbole (fig* ^ ) ; et dont les 
coordonnées sont xf y y'^ ^ on raëne une ligne droite 
<[ui ait pour équation 

l'autre point IMT, dsttu? kqnel elfe rencontre la courte ^ 
«^ déterminé par Féquation 

211.. 







X == — ^-, 



a 



.Cest la valeur de Fabscisse AP*. Mais^ si Ton fait 
^ = o dans l'équation de la droite , elle donne aussi 

X — X = — *'^. 

a 

Alors X représente l'abscisse AQ" du point oii la droite 
rencontre l'axe AX, et a? — x" est la valeur de P*Q" ; il 
résulte donc de ces expressions que P"Q" = AP^. Par 
conséquent , si l'on mène M* Q' parallèle à^ AX , les 
triangles P* M" Q", Q' M*^ Q^ seront égaux , et les 
lignes M"Q", M'^Q^, seront égales eotre elles. 

C'est-à-dire que, si d'un point quelconque de l'hy- 
perbole on mène une droite quelconque terminée aux 
asymptotes , les portions de cette droite comprises entre 
les asymptotes et la courbe seront égales entre elles. 
Gela a encore lieu quiand la droite est tangente^ comme 
on l'a vu précédemment. 

Ceci fournit un moyen très simple de décrire une 
hyperbole dont on connaît un seul point M", avec la 
position des asymptotes *, car en menait de ce point une. 
droite quelconque Q" M" Q^ terminée à ces lignes., on 
portera Q"M" de Q** en M'*; M* sera un nouveau poiat 
de la courbe. En répétant cette construction , on trou- 
vera autant de points que l'on voudra. 

Pour le tracé , il est plus commode de ne pas mener 
toutes les lignes d'un seul point M; et de faire successive- 
ment servir à cet usage quelques-uns de ceux que l'on 
détermine. On évite ainsi la confusion qui résulterait 
d'un grand nombre de lignes passant par un même|)oint. 

On peut employer cette construction dès que l'on 
connaît les deux axes de l'hypqrbole et son ^enire; car 
il est alors facile de déterminer ses asymptotes. 
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Sur V Equation polaire de V Hyperbole, et la 

mesure de sa surface, 

259. Reprenons l'équation de l'hyperbole rapportée 
à des coordonnées rectangulaires y 

A^ y — B»x* = — A»B% 

et proposons-nous de la transformer en coordonnée» 
angulaires , ayant leur pôle en un point quelconque , 
dont les coordonnées soient x', y\ Pour cela, soit r le 
rayon vecteur mené de ce pôle, et i> l'angle qu'il forme 
avec une droite fixe parallèle à l'axe des x, du côté des 
X positiJ&. D'après. ces conventions, on aura, n® loo, 

a: =a:' + rcosi', y^=y'+rs\nif\ 

et ces valeurs étant substituées dans l'équation précé- 
dente, elle devient 

A^sinV ) r» + aA*/ sin i^ 1 r+Ay *— B V*= — A.B». 
— B'cosVi — aBVcosi'J 

Je ne chercherai point à discuter cette équation sous sa 
forme générale, la marche que nous avons suivie n^ 182 
pour l'ellipse s'appliquant. ici littéralement; mais je 
passerai tout de suite au cas où l'on place le pôle des 
nouvelles coordonnées à un des foyers , par exemple ', 
à celui qui est situé du côté des jc positifs, fig* 97- 
Pour cela, il faudra faire 



^=0, x' = +ï/A^ + B% 

puisque ce sont là les coordonnées du foyer F dont il 
s'agit. En substituant ces valeurs dans l'équation prér- 
cédente, elle devient 

( A^ sinV — B* cosVJr'^— 2B*x'cos<^. r=B^i 

et si, après l'avoir résolue par rapport à r, on traite 
les deux -racines comme nous avons fait n** 182, dans le 
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cas de l'eUipse, on trouvera d'abord ces deux 'v^eur« ^ . 
B*( J?* cos V + A) B»(a/ cos 1^ — A) 

A* sm* i' — B* cos* p AT sur f — a* cos' </ 

q^i I ^ çhmige^nt 1|l fs^na^ du dénontnateor €t foitant. 
disparaître les facteu^t eosunxa^, derituieiit 

B* B* 

r = . ■ -r . rï= — 



A — x'cosv' A-f-^'cos/ 

Discutons d'abord b première. Si l'on j hi% d'abord 
fi =t o ^ le r^YO^ Tcetevr sera dirige sur l'^^ AX même > 
du cota où il ç^étend k Tinfiiû^ AliWft çqs v ft^iijt égal à 
Ivaité , Iç dénominateur de r deyicAl A'^^\ ou 

A-w i^ A^'Hkl^» ^muiitité eaacptîflH<wn<mt nàgattTe; r 
est donc aussi négatif çUns cette circonstance , et ne 
peut pas être construit. Ainsi; la courbe n'a pas d^ 
points réels dans cette direction. 

Il est aisé de voir qu'il en sera aiiist jusqu^à ce que la 
valç^r de CQs V soit devenue as$Q2 pettee pour que le 
produit or' cosi^ qui est affieclé du sigae — y dr^etme 
moindre que le terme positif A. Cette cp^diUoi^ çoQQt^ 
iQenjpera à être remplie qu^md Qj^ 9ux^ 

A A 



>/A* 4- B* 

Cette valeur de l'ange p est prédsiliiient ^inclinaison 
des ikiyi^ptûtea sur Taxe; alors, en effet, le rayon vec^ 
teur r commence à devenir réel, ^t de plus il est infLn?. 

Pour toutes les valeurs de f plu^ grandes que cette 
limite, mais moindres que 90*^, x' cos ^ est positif et 
ilioîndre que A ; quand v surpasse 90^, x cos V devient 
TfkêffXif et -^ x' cos p est positif. Dans tous ces cas, le 
dénominateur A-— x' cos p est donc positif, ainsi que 
T'y et, par conséquent, la courbe a toujours un point 
r^çl su,!: clii^cmq de ces dircçtioi^ 

l^ sécie dq i<ms oes pointa cotv^Utuq U h^sjf^çke d^ 



Thyperbole qui est située du côté des abscisses positlTCs, 
et ainsi , Pon voit que notre première racine appartient 
à cette brandie esccIusWement. 

Mais en discutant de même l'autre racine, onverrA 
qu'elle appartient à la seconde branche y située du côté 
des abscisses négatives. En eftel, elle donne des valeurs 
imaginaires pour toutes les valeurs de cos r^ comprises 

^ilCre cosr V =s2 1 et coi^ t' ^ — -7 , doilt ht pfehiîcf é 

dirige le rayon vecteur sur l'axe du côté dès a1)sdsses 
positives 9 et l'autre le rend parallèle au:s asymptotes 
de la. seconde braoclue de la courbe. Pour toutes les 
autres valeurs de p y plus grandes q«ie celle de la der- 
nière limite, r reste constamment positif ^ et en^u il se 
dirige au sommet B' de la courbe , lorsque p =^ iSo"*. 

Pour mettre les expressions précédentes sous la forme 
que nous avons adopteerpour l'ellipse, nous introdui- 
l*ôns là quantité e qui exprime le rapport de Fexceatri* 
cité au demi-grand axe, ce qui donne 

A' . A ' • 

et ïi^ êfevct talèup^ de r éeviendifônl 

r = — — , r=r: + *--~! ' — ', 

1 — e cos p 1 -f- ^ cos V 

D'après ce que nous veneos' de voir, ces deux équations 
appartiendront chacune à une seule branche de l'hy- 
perbole ; avec cette difiérence que , dan» la première , 
l'origine des rayons vectears r se trouve placée au foyer 
intérieur, tandis que dans la seconde | cette origine se 
trouve placée au ibyer extérieur. Quand nous avons trans^ 
formé r équation de l'ellipse en coordonnées polaires, 
nous avons obtenu aussi deux valeurs du r^oa valeur y 
séparées et rart^ionnelles., relativeioeivt à 00s v. Mais 
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l'une de ces racines donnait constamment des rayons 
vecteurs négatifs; tandis que l'autre, constammentréello, 
donnait à elle seule tous les points de la courbe. Dans 
l'hyperbole nous trouvons également deux valeurs de r 
séparées et rationnelles; mais chacune d'elles représente 
une des deux branches de la courbe, et donne tantôt des 
valeurs réelles, tantôt des valeurs imaginaires. Ce rapport 
et ces différences entre l'ellipse et l'hyperbole méritent 
d'être remarqués. 

a6o. Si dans la première des équations précédentes, oh 
l'origine est au foyer intérieur, on voulait compter les 
angles ^ à partir du sommet de la courbe, il suffirait de 
changer v en 180®— </, ce qui changerait seulement le 
signe de cos v, et l'on aurait alors 

1 + « cos V ' 

cette expression de r donnerait également tous les points 
réels de cette branche , en faisant varier f^ depuis i^'=^Q 
ou cos V = 1 , qui donnerait le sommet de la courbe , jus- 
qu'à cos v=:^ ^ qui rend le rayon vecteur palrallële aux 

asymptotes ; or, en opérant de même sur l'ellipse dans le 
n^ 1 84, c'est-à-dire en plaçant l'origine de r à l'un des 
foyers, et comptant les angles i^ depuis le sommet le plus 
voisin de la couihe, nous avons vu que l'on avait 

A(i— I?*) 

r= — J -. 

1 4- ^ cos v 

Cette équation est donc absolument de même forme 
pour les deux courbes; seulement dans l'ellipse e est 
moindre que 1 , tandis qu^il est plus grand que 1 dans 
l'hyperbole; et en outre, le signe de A se trouve changé. 
Maintenant supposons que l'on fasse « = 1 ; mais e re- 
présentant le rapport de l'excentricité au demi-^rand 
ax«, faisons en même temps le grand axe A infini > 
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en sorte que le produit A ( i — «*) , qui représente toujours 
le demi-paramètre de la section conique, ne s'évanouisse 
point et reste égale à une constante p : nous aurons 

r=— £— : 

1 -f- COS V 

c'est l'équation polaire de la parabole. On Toit d'après 
cela que l'équation polaire 

A(i-V) . 
r = — 1- i 

1 -f- « COS i^ 

peut représenter en général toutes les sections coniques, 
pourvu que A et e y soient modijQés convenablement. 
Sous cette forme elle est fort employée dans l'Astro^ 
nomie. 

â6i. En reprenant ici la même marche que nous 
avons suivie pour l'eUipse , nous pouvons déduire l'équa- 
tion de Fhyperbole d'une seule des circonstances qui la 
caractérisent. 

Proposons-nous^ par exemple , de trouver une courbé 
telle y que la différence des distances de chacun de ses 
points à deux points donnés soit constante et égale à sA. 

Soient F, F', les points donnés (fig. 97). Plaçons 
l'origine en A , au milieu de la droite FF', que nous 
ferons égale à 2c ; et , supposant que M soit un point de 
la courbe dont les coordonnées AP, PM , seront repré- 
sentées par X et y y on aura, en nommant r et r , les 
distances FM , F' M ; 

r*=y + (x-c)S /'=y^ + {x + cY, 

r — r =: 2A. 

i)n opérant ici comme dans l'ellipse, on trouvera d'abord 

r *4- /*== 2 {/ 4- a?* -f c*) , /* — r»= 4ca; , 
et par suite 



SulMtiliiaat cêB ytaiean de r et / dans 7^*4-/% >1 iriesl 

qui peut se mettre sous-la forme 

Cette forme est la même que cdlë que nous «voiMi tiHW^ 
vée précédemment pour l'ellîpse n^ 1 86. En supposant or 
nul , elle donne 

C'est le carré de l'ordonnée y qui paase par l'orif^bK:. 
Ma»y<fana lie €a9 actnel^ oâ c est néoesBoirentet plni9 
grand que A^ cette ordonnée est imaginaire, ei peut 

étare représeiftéepar Bv/^i^ B éHAtA une' quimlité 
réelk. Ott a doB«^ par cette ai(d^îtuti^> 

^*=A* + B^ 

et il en résulte Féquation 

A*y — 1» »»=3— A* B»^ 

tfai est cdfe de PhyperBole rapportée âù centre et a ses 
aies. 

262. Ob pourrait, au moyen de ce qui précède , et en 
pËtçant l'origine des x a Fun dès foyers, former pour 
rhyperbole une équation polaire analogue à celle que 
nous avons obtenue précédemment. En effets si Yon ré- 
prend l'équation 

et (Jne Pou ti*anspblMîe Porigine des x au foyer F, d*oii les 
rayons rémanent, on aura, en substituant *'-f-c pour x 

r = — A + c ^i — • — ■ . 

A 

lies uou\elles abscisses x' sont comptées , à partir du 
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loyer F, d^^s le «aéme sens que les préoéfkntes , ci'est- 
ii-HcUre ^u'eUe$ sont positives dans le sens ^S en s^éloi- 
gnant du sommet de la courbe y et négatives dan» le senft 
opposé* Introduisons, au lieii de Pabscîsse ùil l'angle MFP 
formé par le rajon vecteur FM, et le prol^n^mènt du 
graBd axe dû isâté des abscisses positives : efi nommant 
oet angie i', le triangle MFP reotangle en F, donnera 



ar' = r cos v. 



Substituons maintenant cette Taleur dans l'équation 

^t faisons comme pour l'aUipso -r^ = ^ > ce qui rendra 

ici e plus grand que l'unîté, puisque c est plus grand 
qu<ô A dans l'hyperbole ; nous aurons alors 

\^ e cos v 

Cette équation est analogue à celle que nous avons trou- 
vée n* Ï89 pour l'elÏTpse; mais cependant avec cette 
dîftîrenée remarquable, que l'équation polaire de l'el- 
Hj^se dohnaiii tous les points de cette courbe , en substi- 
tuant à PîMigte if toutes les valeurs, depuis o jusqu'à 36o"; 
a» lieu que , dans le cas de l'hyperbole , l'équation polaire 
que ndnsF venons d'obtenir n'appartient qu'à la branche 
MiM que nous arions considérée, et qui est située c^u 
côté des abscisses positives. 

263. Nous avons vu que Fhyperbole équilatère est ^. 
par rapport aux autres hyperboles , ce qu'est le cercle 
par rapport aux ellipses. En appliquant ici ce que nous 
avons dit à la fin de l'article 190, on pourra comparer 
Taire d'une portion déterminée d'hyperbole quelconque 
à l'aife correspondante d^une hvperbofe équilatère qui 
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.aurait le même premier axe; et il en résulte que ces 
^ires, comprises entre les mêmes ordonnées , sont entre 
elles dans le rapport du s^sond axe au premier. Il suit 
de là que 9 pour toutes les hyperboles qui ont le mente 
4[)remier axe , ce^ aires sont dans le rapport des seconds ; 
mais leur mesure absolue ne peut s'obtenir que par le 
moyen des logarithmes, et la méthode qu'il hut suivre 
pour y arriver ne saurait trouver place ici. 

Discussion des Équations. 

264. Nous venons de discuter avec détail les équations 
particulières de l'ellipse, de la parabole et de l'hyper- 
bole. Nous avons vn comment on peut en déduire là 
forme de ces lignes , la direction de leurs branches y celles 
des droites qui les touchent, en un mot, toutes leurs 
propriétés. Mais les équations des lignes courbes ne se 
présentent pas toujours sous une forme aussi simple ; 
^lles sont le plus souvent composées d'un grand nombre 
àe termes qui masquent les résultats les plus remar- 
quables, ou ceux que l'on aurait le plus d'intérêt de dé- 
couvrir. Il est donc utile de savoir dégager ces résultats 
simples de la complication qui les enveloppe; et l'on y 
réussit toujours en suivant la marche générale que nous 
venons d'indiquer dans les chapitres précédens; mais, 
coraihe l'usage de cette méthode deviendra plus facile 
par quelques exemples , nous allons l'appliquer à la dis- 
cussion de l'équation générale du second degré , à deux 
indéterminées ; ce qui réunira sous un seul point de vue 
tous les cas que nous avons considérés jusqu'à présent. 

265, Prenons donc l'équation générale 

Ay + Bvy + Cx^ + Dy + Ex + F =o, 
cUns laquelle, pour plus de simplicité^ nous supposerons 
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que xdy désignent des coordonnées rectangulaires (i)^ 
etxcberchons la situation et la forme des courbes qu'elle 
représente, suivant les différentes valeurs des coefiîciens 
A,B,C,D,E,F. 

Pour cela , nous la résoudrons par rapport à jr , ce qui 
donnera 

y = ^ ^^~±- -^ V/(B*— 4AC)a?*+2(BD— 2AE)a;+D*— 4AF- 

A cause du double signe du radical, il y a en général* 
deux valeurs de y ; c'est-à-dire que , généralement par- 
lant, il j a deux, ordonnées qui correspondent à la même, 
abscisse. On pourra calculer et construire ces ordonnées 
lorsque les valeurs données à x rendront le radical réel : 
si elles le rendent nul, il n'y aura qu'une valeur de jr, 
et il n'y aura qu'une ordonnée ; enfin, si elles le rendent 
imaginaire, il n'y en aura point du tout, et la courbe 
ne passera pas au-dessus de l'abscisse que l'on aura 
considérée. 

Ainsi, pour connaître Pétendue et les limites de la 
courbe paraUëlement à l'axe des abscisses, il faut cber- 
cber -l'étendue et les limites des valeurs de x qui ren-' 
dent la partie radicale réelle, nulle, ou imaginaire. 

266. Mais comme tout ce que nous allons dire porte 
sur la résolution de l'équation relativement hy, iliàut 
d'abord supposer que cette résolution est possible, c'est-à- 
dire, que le terme j^^ ne manque point dans l'équation, œ 
1- - ............... , , , ,^-^-^^ 

(i) La perpendicalarite des coordonnées oiffre tonjours de l'avan- 
tage dans les constracdons géomëtriqDes , par la simplicité qa^elle 
apporte dans les expressions des distances des points , qnl se trouvent 
alors donne'es par des triangles rectangles. C'est pourquoi il faut 
adopter de préfe'rence ce système , lorsqu'on peut Je faire^ Mais , à 
cela près, le mode de discussion que nous employons ici , s'appli- 
querait e'gaiement, si le système des coordonnées e'tait oblique , sans 
qu'il sait besoin de rien changer aux raisonnemens. 



^^. iittreiapoK 

tfùi exigé ipe k «e mt {totnt aol. Si fi élaU nul iM# 
qae € fût nid , Véqaatioa eoiitieiidtaH êtkoôre le tAtrê 
de ^^ Or poarratt donc Jbi résoadrc i^iattieitiettt à jcv 
et Pon appliquerait aux x tout ce cpe nous alletis dire 
de^y dans le premier cas* Mm^ si À et G étaieiH teus 
deux nuls, il n'y aurait aucune résolution à hâte^ et 
par conséquent ce cas particulier demande à être triâtê 
j>ar une mét^hodedîfl5éren*e; or c'est ce qiii est très fa- 
cile: en effet, Féquation générale se trouye alors réduite 
a qtiie f orm^ , 

transportons Forigiiie des coordonnées, sans ohangsr Ift, 
direction des aaies, en faisant 

Gè^ tuteurs de a: et dey sub^hxées^ dans notre équajtion ^ 
iàtâ èmknficGAt la fbrme suhante : 

Biry+(Ba4i>)y+(B5+E)x"+Baô+DÔ+Ea+F=a- 

Qr, les çqordoniîées a et fr de la nimveiUe corig^no étant 
indéterwméfes^ W peut en àisfoAeà do «àaniàre k faiwr 
éTanouir les tçrme^ affectés des prémices p«issanoeff> 
de j'' et de 0?' y ce qui donne 

Rr-fI>=o, Bô + E = o, 

par conséquent £r= — g-, o — ""5> 

et d'après cette détermination, Péquation en a/y, se 
rédttût k offibte forme f 

DE ^ ,r DE— BF 
Baty ^+F=o, ou afy= g;:—: 

On Toit alors qu'elle représente une hyperbole dc»t Tes 
axes des x' et desy sont les asymptotes , etdcwat le cenlre 
est placé à l'origiiie noatdle. Si le système des pre- 
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i&i^res ooorclonnéeâ xy est rectangulaire) le second sys-* 
tème l'est aussi, puisqu'il îuî est parallèle ; et alors l'hy- 
perbole est ^uîlatëre , puisque ses asymptotes sont k 
angles droits. 

On aurait pu parvenir directement à ces résultats, 
en remarquant que l'équation primitive en xy, peut se 
mettre sous cette forme , 

''('+i)(^+i)-¥+^=- 

car 9iarB il est érideni qn'dle coïnddera avec' oeOe àft 
Fhyperbole rapportée aux asymptotes si l'on fftit 

ar*, y y étant de nouvelles coordoi^nées paral^^le^ auxpr^e* 

mîères , et ayant leur origine au point dont les çoordon^. 

j) E 
Dées^ rapfOfftées à Pitueien ^affeème, sont — •=• , — - :g*. 

u^j. Enfin il se pourrait que les coei&qififf A> ^ C, 
qui contiennent les produits de seconde dimen^u des 
variables fussent tous les trois nuls. Alpr^ l'é^iation: se 
trouvant réduite 'au premier d^é , n^e représenterait 
plus qu'une simple ligne droite > et il n'j aurait plus 
lieu à la résoudre par les iifiéthodes du second. Ces cas 
particuliers n'offrant aucune difQculté,. doivent être ex- 
clus d'une discussion générale; c'est pourquoi, dans ce 
qui va suivre, nous supposerons toujours cpie y repr^r 
sente la coordonnée dont le carré reste dans l'équation 
que Von se propose de disquter^ ou,. en d'autres termes, 
nous supposerons que le coefficient A n'e;st pas nul. 

2^. Alors les diverses circonstances qui;déterminent 
la réalité de j ^ et la possibilité Qu l'impossibilité de ht 
cpl]rhe,dépe^d^nt du signe de la. quantité 

(B*— iAGlx'^+aCBD— aAE)x + i>»— 4AF. 
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Or 9 on démontre en Algèbre que^ dans une expressiOtt 
de ce genre y on peut toujours prendre x assez grand 
pour que le signe de tout le polynôme ne dépende plu» 

que de celui de son premier terme, qui est ici 

(B*— 4 AC) x^ 'j et comme le carré x* est toujours positif 
par lui-même ; ce signe sera déterminé par celui de la 
quantité B* — 4 AC. Il est visible d'ailleurs qu'il ne chan- 
gera plus au-delà de cette limite , lorsque l'on prendra 
pour X des valeurs de plus en plus grandes y parce que le 
premier terme (B*— 4 AC) ** surpassera toujours de plus 
en plus la somme de tous les autres; d'où résultent lèsr 
conséquences suivantes. 

Lorsque B'— 4 AC sera négatif, il y aura des valeurs 
de X au-delà desquelles l'ordonnée j^ deviendra toujours 
imaginaire, soit que l'on prenne x positif ou négattf. 
La courbe sera donc limitée dans le sens des x tant po- 
sîti£i que n^atifs. 

Lorsque B*— »4 AC sera nul^ le polynôme affecté du 
signe radical perdra son premier terme. Alors, si la 
quantité BD— 2AE est positive, on pourra prendre 
X positif aussi grand que l'on voudra; y sera toujours 
i*éel : mab, si on le prend négatif, y finira par devenir 
imaginaire. Ce sera le contraire lorsque BD — - 2 AE 
sera une quantité négative. Ainsi, dans ces deux cas, la 
courbe s'étendra indéfiniment du côté des x positifs, ou 
du côté des x négatifs, et elle sera limitée dans le sens 
opposé. Cette définition ne s'applique point au cas par- 
ticulier où BD — 2 AE serait nul en même temps que 
B* — 4 AC ; mais il est évident qu'alors l'équation pro- 
posée représente deux droites. 

Enfin, lorsque B*— - 4 AC sera positif, il y aura des 
valeurs positives et négatives de Xy au-delà desquelles 
l'ordonnée y sera toujours réelle. La courbe s'étendra 
indéfiniment dans le sens des x tant positifs que n^atifs. 

£n résolvant l'équation générale par rapport h x^slu 
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lieu de la résoudre par rapport à y, on trourerait pou^ 
Taxe des y des indications analogues.' Il est ihêiiie ïhfcife 
de s'assurer qu'elles rentreçatient danç les ^rédediBntes 5 
car le coefficient de y% soùs le radical, s^raencoye> . . . 
B*^-' 4 AC; et, selon que ce coefficient sera négatif , nul 
ou positif, la courbe sera limitée dans le sens des^ , ou 
elle s'étendra indéfiniment dans un seul sens, parallèle- 
ment à cet axe, ou enfin elle s'étendra indéfiaimant dans 
Iç^ deux sens j du côté des j^ positifs et négatifs, 

269. Nous sommes ainsi (X>ndui Is à partager les courbes 
du ;^cond ordre, d'après l'étendue et la direction de 
leurs branches, en trois classes distinctes, savoir : 

Courbes limitées dans toits les sei^; Tna_ àhC^ 

caractère,' ' / / 

• , - - » ■ » , • • * 

Courbes indéfinies dans un sens, et| 

limitées 'dans un sç'ns opposé; 7^*^ \ ' '^^- ■' 

Courbes mdéfinie&dsifisi<>tis les siens; B^ — 4ACij>o* 

L'ellipse , telle que nous l'avons discutée, est comprise 
dans la première cUs^; lia parabole j,^dans. la 3çpq^ii^| 
rhyperbdle,.4aiisla ^tpisièinq, Mais. w^§.;^ç spqns.ga* 
eDCCure si, 0Ue§;pontJLe3. seules qui s'yjj^c^mrent rfiaçiler- 
mé^s ; c'est.,u?ieque^tiq9giie nou^ examinerons par ^If 

suite* .... -, -j.,;, fy} , / ., ^,^y■ ^ ♦•îtj'»«jh'* '■ 

Nous allons, maintenant discuter en, ^arUculi^ le« 
trQisj dasses de couirbes dqntoopts venox^ de.]çeoonp,aitre 
l'i9^ist^nce, afin dedéter;inijaer pr^iséii^^leur.fçrme 
et leur situation. , i s^:»! r<... , ' . r . ..,. 

Première classe. Courhes^ïimAëès dans ioUs 

'' les sem.J . \ A'%: 

. > . . j •/.»... , à ■ 

~ . . " â / .' 

Caractère , B*— 4 AC < o. 

270. Pour discuter cette classe dé courbies, r'cpte^ions 
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It valeur générale de^^ qui est 

Cette expression nous appt^^ que, pour trbirvtôr les 
points de la courbé^ il ùluI cènéh'tiirë )^\xr chaque ab- 

' — AT"/' 
pe qui déterminera un certain ~p6i lit tel i[iiè N , àd-'âèssui^ 
çt au-dessou$ âuqitél on devra ensuite porter là quan- 
tité que le radical représenté; (fou il ^uft ^ù^ dUk^ati 
de ces points ^ , dîviisè m deux paftièâ t^hs U ^i&oite 
correspondante IfM' ttpiiée teAninè à la «oitribe^ 

Cette quantité — \ r — |., qui varie avec chaque 

valeur dé -ir ,'êait f ordonnée d'une ligne droite qui aurait 
pour équation 
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IW kiibm^éià, cette mstte est U Itdu âe tous les ^ints 
!ri|itéii6tià ViMnis aébofftstdêm*^ Àîàsi'cfii^divièe en detik 
parH^ é^àlëè fdûtès lëi df^tëè vÈiënéêé parèillelBâl^t à 
fakè ^m f; it feéi^iiiëëé à tk ^uthë. OU |)ëut don^ > à 
cause de cette propriété, lui donner le nom de diant&irè'> 
t'é r^Ité' ii^ftëiâl & imm feé îéëlif6ês dû iêêond ordre. 
hyï. "meèmkilà màmè^ûk It ï^ité dé k do«i^be 

)^Vt^ le ^ëàsSè^^t"; Pèiâ* <B^, !1 ^ért^l^^ttle dé aééôtti-^ 
poser en facteurs le polynôme qui est s5us le éSghe ira^ 
dical. Or. on peut écrire ainsi la^ valeur de y 



•^ » • 



et ^i l'on, représente par x' et x" les deux racines de 
ïéauatlon 
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Alors on Toit que la réalité ou FimpossIUiltlé d^r^ 
ixhH X'-^Sb^no^Ji''^ ^ par oooséqittnt fesIÛHftjites 4e )a 
' fh^tké tk<Aàm ^n^ésLi^étf rëefies «i kiégalefi, ihi 

272. ai èllêà èùiA fééSm «I cMi^pdes^ lor<^ U& vm- 
4ea^ de r tdml>eroieit «nlns^ ^ x'^ les âBftewr«.a:'^x'^ 
^^À'^, ^ardiit âë Bi^€r<€tfi(tntinef ^ et leur frpdwt . ;. . 

Hil»i ni^Aftf , la 4fllttmilë (^^4AG) {Jc^jc'^^r^f^") 
serApiiMfè\ f^ àdtMêfp^nti fordotnaée y àur^ «hw^ 
valeurs réelles. 

LQrsqu'en fpra x=x' ou x'=-x^ y le radical Téra- 
nouira , et les oeusc Taléiirs de y se cohfoudrotii eu une 

!(klri ^i «éCif téettâ Btéyleà-^ ^^'l^ '^^ DiUsca^ftn, 

i « ' / ' . . . ■il • * 

il n'y aiu-a rien à port^- au-dessus du dîatûètré JKiiir 
avoir les ordonnées de la courbe; et, par coi^sëquetii , 
les abscisses x' et x*' appartiennent aut points .bti la 
courbe rencontré âoh oiatnëtre. • 

fitifin^ iot*^<{«e Ton )»reiidi« «t positif ou négatif, niais 
plus grand que od et qi^«r^', W deux facteurs. ;r-rvr^, 
-^--^œ"^ seront .po8ttî£9 aussi bi^ qiie leur produit. . . . 
ip9^9^\ ^jr-^x''>;i«t,^ à cause ée B*— 4AC négatif, la 
i»lItta^i^ité<#*->*'4AG)>(J^fH•aî'){r--^*^'')#^ négative : ce 
.qttî DeiidJe» dt uk> y Mm ^é y^ i«i«g^ffies. . 
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On Toît dcap, par œtte discussion , <que la courbe est 
continue entireles abscisse^ a:' et x ^ et qu'elle ne s'étend 
pas au-delà. Si y aux extrémités de ceslibscissesy on élère 
des perpendiculaires màèËfilot sur ïaxe des x, ces droites 
comprendront la courbe, et même elles lui seront tan- 
gentes, puiaqûeTon.peutles. considérer GomLmejles sé- 
cantes dont las deux points d'intersection se confondent 
ertuikS0«I. 

En résohant l'équation pra|Kttéey par rapport kx^ 
'au lieu de la résoudre par rapport ky^ on" acriTCKait .à 
des conclusions semUaUf s, pourvu touteibis que le carr^ 
deâ^ y entre; on trouverait la courbe ^imit^ entre 
deux valcmrs àey^ aux extrémités de^ueUes on pour- 
rait mener deux droites parallèles k l'axe des abscisses, 
et qui renfermeraient la eourbe en la touchant. 

On aura donc ainsi quatre points de la courte; et, si 
l'on veut, oti «& pourra trouver un plus grand nombre 
entré les Ihnites où elle s'étend. Par exen^jgle, si l'oç 
veut ix>|iôaitre les points. oii elle coupe faxedes x, on 
fera, y nul d^ns Téquation proposée ; œ qui do!^n^f 

, Cr*+Ex4-F==o. 

Les, r£fcines de cette équation seront les abscisses des 

points d'intersection ; et, suivant qu'elles seront réelles 

< et inégdesjon réelles et égales, ou imagwaires^la.couri» 

coupçra l'axe des x en deux points, ou le touchera en 

un seul, ou ne le rencontrera pas. 

De même, en faisant x =0, on aura 

Ay^'+By + F^o, 

et les racines de cette équation donneront les point! où 
la courbe rencontre l'axe des j'. 

Cette courbe sera donc toujours îerti^éef oominel'el* 
lipse; mais sa position par rapport aux axes des ^eeor- 
tlonnées dépendra des valeurs particulières des coefficiens 
AB. .. .*, et, d'après ce qui précède, on pourra' aisément 



•^ 
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la déoOttvrir,dans chacpiç.cas p»*ticulier. Pour ne laisser 
aucnnç incertitude à cet égard , nous avons formé Ici le 
tableau de ces diverses cotaKiitiéns. 

CONDITIONS oéoSciTRIQUSS. 'COKOlttONS ENTRE tXS OOBBFlCUSNS. 

Courbe fermée du genr^l / iLn ^ ' / n 

defeUipse.. \. . ' B.-.4AC<o, (.) 

Réalité des nicines x' «» j (Bb-aAE)»-(D'-4 AF)(B-4ÀC)>o , (.) 7 ^^ 

Deux points d'întersectiop J E* — . 4CF ^ fVi 

avec l'axe dcà x. j. ./», . ^ '. r%^v 

Un point d« contect ayec ) ' e* -^ 4èF d= d, « V ' ' 

l'axe désir. ) ,,:'...•- ■^■' 

Aucun point d'intersection) • t^« éLénw^ ^ 

avri'axedesx. I ' •E--AGF<o, (5) 



*'n 



Deux points d'intersection ( j^, ^ ^ ^p ^ 

arec l'axe des^. i . . . .^ ^ ' 

Un point de contact avec ) na / * «- 

1. j f D* — 4AF = Q, (7) 

l'axe des y. J > . (î.>: ... ^Z-' 



A ucun point d intersection i nt / a »? ^ 

avec Taxe des y. j 



-■' - \ 



avec Faxe des y 

Lorsque Pon voudra discuter ttneéquatîoii'paf:ti^iJ[ière, 
dans laquelle les coefiiciens'AB. . . . seroÂt des nombres > 
il 96 faudrii pas cberober à rappeler dans sa néoukire 
les covditions précédentes , pour diercher ientuteTm- 
mériqnement celle» a|axqueUes satiafisiit Fesample pn^ 
posé, car on ne tarderait pas a les oublier ; mais il fau- 
dra reprendre le raisonnement général et ta marcbe 
directe de la discussion. On sera ainsrcoadiiit à oèa 'ré- 
sultats immédiatement, et' sans aucun effort. 

Voici quelques exemple qui suffiron pour éclàircîr 
ce qui précède, et sur lesquels les élève feiroi^ySisfi ^e 
à'exercer i * ._-..-- 



m 
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^*— ^xy -4- 2^* — ay •!- ar = o 
' satisfait aux condUiom U> (^ (?) <Q (fig* 9Sd t 

satisfait aux conditions (i) (2) (5) (7).(fig* 1^),; 

j^ — 2xy+24P*+2^ + ;r-+-3 = o 
H^tis&i^aiix 9aiiclitîoiii^ (1) (3) ^S) (8) (% iWi). 

273. Il existe un cas particulier compris dans les çon- 
dition^pn^cMsàWs, Inais sur lequel |I est cependant 
bon d'être prérenu , parce qu'il conduit à lin résultat 
fort 8impIe;e'fiBtfialiûotil'ona A=C,etB=xo. AlcM 
l'équation générale devient 

ou.^ en divisant par A , 






o. 



Si l'on ajoute dans les deux men^res la .<|^99ltît9 . 

l"^2Ar^l ^2AJ 4A* ^ ^ 

alûnSf ai ks emrdons^.âf^ j^ aost vecÉiinguLtiitef ^ sa 
•forma Mru. la inéme que ofl^leikiB^ iia^ eUeexfrâiefà 
4I011C que la distàiù» de tous Jes points dé la eonrte an ' 

. D • E 

ppint dont les coordonnées sont —. — -4 r est con- 

^ . . 2A sA 

llaftie;éilisieUeTepréteiÀflraujn«eidflq«îaiirafooreaéi»- ^ 

donnjées de son çei^tre — —r-^ r , et pour ra^bn \ 

. . Pour que ce cercle soit rcçl. il faut 
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qi^e îà quantité 0^*4" E* — ^^F soit positiye; ce <jui 
dans le cas ^çtuiâl^ reyiept à dire quef la cônaition '(2^ 
est satisfaite. Si c^tte quantité était nulle y le cerde se 
réduirait à un point. Au reste /ta fbrme précéd^le^ne 
donne \Â eercle que dans le cas oft leaf coor4<MNilé^ f^? J^ 
sont feetoagulaives , pasce que é'ef4 le s^nLçijii If apf^W^ 
des deiftx earrés ^u» auapçsmt le prapi^. iBf^ri^ 
exprime If» cardé de la distance de deuii p^il^tif* ^\ \^ 
sysfèine des oooisdaaxiées ^it ol»lîqtt^j f^t^^ PA^R^ 
forme vçpréâe&tei^ct une eUîpsa 

174. l^enons maintenant à la seQOBde$ii|i]KiSÎtio|;i^|a 
les valenrs de oiT ^ de a^' SiMÇxit ég^ile^.eittce ^lle«i : alors 
fci piro«iluit {x^sçi\ {s^rfTrX^ 50ra u» ç^xx^ (^r^f' )*i. et 
Vctti auf^ pqur If v^,i^ générale de j^ 

^ aA aA ' . ^y 

Quelque valeur que l'on donne \ Xy tant que x-wi' 
ne sera pas nul, la videur de ysera hna^pavre, àcauiQ 
de B* — 4AG<o; mais, si Foh fait a:ï=s«^, elle se 
réduit }x une seule Tâîéur, qui est rééBe f i égaie< « 

— 1 ^ • '" '•'•A' ' r A^ï^si, dai^ ce çç^s^ If çourbp se réduit à 

un point unique, situé: %v» le diamètre, et d<>nt 1^' 
coordonnées sont " • " ' ' ' 

Peux que ce résultât puisse-avoir lieu , et que \è% valeuf^ 
de X- et de qp" sqient égfk$ enivre elles , i{ faut que la ;paf tie 
radicale de leur e^>r!&»$iof9 , tif/^ de l'équation qui les 
dûnue , &'éy/!iu9»is^e 4'^)le^)n^fne^.çp qui exige qu'oii ait 

(BD— 2 AE)» — (B* — 4AC) (D? -w 4AF ) ps D • (^^ 

Cette condition , jointe àc là première S^ -»4 4 AC <[] o , 
détermine les cas où la courbe se réduit à un point. 
Il «st £uîle de Toir à fiosUrion à quof tieu^ çiç, résultat *, 
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car^ ea faisant disparaître le radical de la valeur résolue 
de j^ y on obtient , dans le cas actuel y l'équation 

(aAy + Bar + D)» — (B» — 4AC) (x— *')*=:o, 

qui est équÎTalente à la- proposée. Or, B' — r 4A€ étant 
négatif 9 le premier membre est la somme de deux, quan- 
tités positives y et ne peut jamais détenir nul, à moins 
que cbacnne de ces quantités ne soit nulle séparéiœnt, 
ee qui ramène aux valeurs que noos voions d'obtenir. 

Voici quelques exemples de ce cas, mir lesquels les 
étères pourront s'exercer : 

X* 4" J'* = o , j^* 4* Jp*^— fl a? + 1 ^= o. 

275. Considérons enfin le cas ou les deux racines ^ et x' 
sont imaginaires; alors le polynôme (jc— jb^ (x— jc'O 
ne pourra jamais changer de signe, quelque valeur que 
l'on donne à x. Cette proposition est démontrée dans les 
élémens d'Algèbre. Or, on peut toujours prendrez; assez 
grand pour, que ce polynôme devienne positif, puisque 
son premier terme est + x*. Ainsi , il restera toujours 
positif ;<el> cetuiiie le facteur B^-^ 4AG , qui le multiplie 
sous le radical , est négatif dans la supposition présente , 
il s'ensuit que la' valeur de^ sera toujours imaginaire, 
qilel que ^it yC : de sorte qu'il n'y aura pas de courbe. 

Cela arrivera lorsque la quantité qui entre sousle.sigtie 
radical, dans les valeurs de x' et de x", sera négative ; 
c'est-a-dire (qu'il faudra qVon ait 

B«-*4AC<o, (BD— aAE)*— CB^-4AC;) {P*-^4AF) <o. 

£11 introduisant ces conditions dans l'équation géné- 
rale, oâ voit fo(iileraent pourquoi elfe n'admet pas de 
solution réelle. £n efibt, la seconde in^litc peut être 
l'eifcfplacée-par l'équation 

D--^ 4AF _ (BP -^ 2 AE)' , y > 
• . B^^^:=4AG ""( B* — 4AC)"* "^ ' 
K' désignant une quantité essentidilement positive. En 



y=' 
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D* — 4ÀF 

substituant cette valeur de .p^ -pdans l'expression 

générale de ^, celle-ci devient 

'-^'-^aV <^'^^^^)r+^ B--4AC ^+ (B^i:4rcF+^ / ' 

Elle peut se mettre sous la forme ., , , 



•y"" aA 



:.^yCB-UAcï((.+-E^)VK-}, 



et^ en faisant évanouir le radical > on on. tire ' 

{BD QAKi» 

équation équivalente à 1^ proposée : mais B^-— 4AG 
étant négatif^ elle est composée de trois quantités posi- 
tives dont la somme ne peut être, nulle^ à moins que 
chacune d'elles ne soit nulle séparément. On peut bien 
remplir cette condition pour les deux premières , en 
posant les équations 

A . I i> • T\ I BD— 2AE 

qui' détermineront x ety* Mais la troisième quantité K% 
qui ne contient que les cK>efBclens ABG^ ne peut être 
nuUe d'elle-même ^ du moins en' général , et c'est ce qui 
rend l'équation impassible. 

' ^i cependant la quantité. R était nulle > on aurait 
alors deux équations du premier degré pour déterminer 
.r et j', et l'équation représenterait un point ; mais cette 
supposition exige qu'on ait entre les ooefficiens ABC. . • 
la relation ' 

(BD — 2AE)» — (B« ^ 4AC) (D* — 4 AF) ^ o ; 

ce qui nous ramène au cas que nous venons de discuter 
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précédemment , et daiiâ lequel les \aleiirs de x' et de x" 

étaient' égales entr eelles. 

Voici quelques exemn^f if^ UjUm^Ù V4fllMttiPA 
proposée est impossible : 

On voit en effet que ces équations peuvent être mises 
sous la forme 



Jusqu^îci nous A^avons résolu Téquation préposée que 
par rapport ^ jf }, ^is m trouvait des réçijlû^ts ^bson 
lument analogues en la résolvant par rapport à a:> et 

i'oa afpheralt aux mâaie$ çoi)4itiQP9« C^ ce que l'on 
pourrait aisément vérifier à posteriori j mais on peut le 

(BD — 2AE)' — (B* — 4AC) (D* — 4 AF) , 

alaquelk 919^ rfqp^;rtçntV>Utf s ies conditions précédentes j 
car cette quantité étant développée , rçàuite el^ ^î^îsée 
par 4A , devient 

AE^+CDP -f- FB» — BDE — 4AFC. 

Et, AMIS osUe forme, ou iroU qWelte pwl^ la nmèiney 
quîUHl oo j chimie XimC f9iJ>^mBj$i^q^ffi ^ni' k 
danger y en x daaa Viqaatiom gteévale* i 

276. Il résulte de la disûutfiiMi faréoUmle qu^ lef 
c<mrbes du seocnâ ord», comprisea dans h pr^n^i^^é 
dasse, pour laquelle B» -m- éAC eift i^»|if ^^ «9«it en 
général de3 coitrlws fermées oomme Vellipse* IVf ai^ le» 
conditlona secondaires dbvneni li^u à %t<m variétés, 
qui sont le point isolé, la courbe imaginw^» ct 1# 
cercle. 1 

£n admettant que ces courbes soient réellement des 
ellipses , ce qui en effet ser^ démontré plus bas , on pe«l 




mes néoMsaiiM ppnr le» oomtiniire fgèomè^ift^mHiint. 
Le BiûjpeB Is fkm mmfik Hy fmmw ^s^rifi%^k M^ 

Vwiiià.9 i^ .fM^m dpmiiies m^^% fomr çoinstn^r^ 
géométripienie^ «ne ellîpie ; «Ir» 0)1 pwt /B^yqn^^ jtii 
obtenir es résolyapt rédjiiation proposée^ aumnie bous 
Pavons ùiii dans les articles a/o et 371. 

il est placé au milieu de. tous le$ jis^nètres : or > d'après 
l'artide 070, nous loonnaisioits déjà up 4iamët*e ûtué 
sur la droite indéfinie, dont l'équation est 

< 

les extrémités de ce ^îaniHre ont pour abscisse a/x"> 
n^ 37 1 : ce sont les Un^ites de la courbe dans le sens des x ; 
les ordonnées concespondantesy^" oi^t donc pour taleurs 

ïa Jmff^^P 4^ » 4^awi*im «st U 4w^iM?e de5 ^iq: 
^iHts dpnl^ l^ jçfi^iyl yw^ ^c»t g^,y ; y'' » j^^'f elle est 

«i|<s«|^a«8^ Ifls osoEiJcmmkt n90langii]aii?es. Si l'on i»4|t 
dans cette expressicm, 2mi lÎMi ^^y «I y^ hw^ lf»lmx» 
en V et Ji^> «Ht(iBeréd|>&i( 



f:ï^ 



z:f:>v/ 



B* + 4A* : 



2A 

I6 centre, est i^u >|iilfen de ée dîai|iè[tre. En^4éûgnant ses 
coor4onnées par i et Y, on aura 

. • "■ .rr. 

on connaîtra donc ces coordonnées. Nous avons vu , 



w" 



article âjâ/qu'anxellrénaâlét^eoetiîaniki^là tangéûte 
de la courbe est parallUe à l'ase desy. P«r oonséqaetit, 
si iMms iBtenôiMi par *k centre un dîafiMre iparaUèfe à 
oetaxe , il se IrotoiFera c^aftigwé av^prloédeiiti Imb or* 
données de la courbe-an^ extroBiité^iiaçe nouvesm disH- 
Ynëtre seront tes i^aleiirs -de y cdw^iw^iydAiites à Pab^ 
scisse du centre , </est^-dire à X^ el par conséquent on 

les obtiendra en mettant ponrXsa valeur f ■ ■ — , dans 

■ ^ .. . a •• ••' 

Fexpresston générale dey de Faitide 07 1 : on aura ainsi 
U différence de ces coordonnées sera 

c'est la longueur du' second diai^iètre paraUële aux y et 
conjugué au précédent^ Avec ces données oii construira 
Fellipse j si x" et x' sont imaginaires 1 leis deux diamètres 
seront imaginaires aiis^iy et il' n'y aura pasde eourbe; 
si x''^=^oè* y lés longueurs des deux diamètres seront 
nulles f et la Courbe se réduira à* un point ; enifin , si 
4AC-^B»=±:B*4"^^*> 'es deux diamètres coiijugttds 
seront égaux entue eux. Ces diverses i|iodificatîoiis ré* 
pondent ainsi aux mêmes conditioBs ranaliftîq^ que 
nous avens déjà Mnavfuées. . t » 

Si l'on désigne par « Taiigjle que le pvewier diamitoi.. 
conjugué forme avec l'axe des x j on aura ^ d'après soa 

éqiration^ , - 

B aA 

» 2A' |/4A*+B* 

Puisque le second diamètre est perpendiculaire à l'axe 

des X* , si Von désigne par « l'angle qu'jl fait avec le 

premier , on aura 

tf = qo — « , 
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par conséquent 

Or y on a vu dans l'àrtide i6S que le ractangle des deux 
axes est égal à celui de; deux diamètres conjugués mul- 
tiplié par le sinus de Fangle u. Ici le rectangle des deux 

diamètres est 

,.. . • ' 

ainsi en nommant oa^ab, les deux axes de l'ellipse, et 
mettant p0ur sig^ ytrTqJfluryo gau r p i '- 

ab=s ^ a. V V4AC— B»: 



i i 






4a.-L*fr:*D! 



si Fon a B=o et A = C, Içs deux axes de PeUipse sont 
égaux, et par conséquent elle m réduit à un cercle^ 









On a TU, de plus, dans le mèmearticle , que la s^iâme 

des carrés des ^xes est égale à celk 4«l^ça^çéij des dia^ '*; , j 

xpètres cpnjiçnés; ici çctt© derniiore se^mê^se troui[e 

égale à 

9n aura ooda - . , -v . . <^ • . 

ces deux équations suffisent pdur qt^oA |)uigsb èàletiler 
les bhguetirs'dés'âevrstfx^yet Pohaiiii^ 



35cK DttCtrssiOK 

Seconde classe, ihurbes limitées dans un sens, 
et ind^ie.^ âàûs ftildhs, 

2f 7. ÊÔHsîdérons maintenant la secon<Icl classe de 
courbes du siecona ordre, poui* lesquelles Ë^— - 4aC est 
nul. Dans ce cas ^ la valeur générale de y devient 



- ■ I I «»^^ I 1 1 



^=— ii^t^dz— |/2(BD— 2AE)**fD»— 4AF; 
et; en faisant, pour pkn deeki^Ùeit^ 

folte fe«t «e metibnd 0OB8 k f<iiénM 

Si BD— -2AE est jpsît^f y tant qne I'obl fera jc plus 
gr^Âfl €faBM^ % iinsteiir ;i^"larCiiMrip0«klf j etis radical 
sera réel; il devienara nul, quaml x sera égal à x\ 
enfin, quand x sera moindre que a;^, le fkt\sèXki:oi:''*^tt' 
deviendra nëgiilifi >eL Jte fa£éal^Mpi< imaginaire. Là 
courbe s'étend Aoac à l'iliJkQi dans le sens des x posi- 
Ijfsy d^{MU34'aba^iH« f:^=^x\ Stlçràoimée f^orr^^qpon- 
dante à cette iJ^isciai^ asrvûrA, 4« iM^itjS;, et toodiera 
la courbe. 

Les résultats saront contraires , l»9qw« ^ — ^-^É 
aei^a u^ie quahtité négative. l>a ëour'bé «'étendra indé- 
finiment tlanç le sens des x négatifs ,et ser^ limitée dans 

le s^iSÀ bppilBé» 

Dans ces deux cas , la ligne droite qui à pour équation 

2A* 



)j^tm -a^ f^ mmvnri i 
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sera tin diamètre dé là cMrbe y 6n donnant à cette «x- 
pil6èëk>fi le sens <)uè néàshii àVOfliB «ttl*ibué dans l'ar^ 

hfi. On ai^fiVeMt & dë^ o^»ll«U «ismldables > m 
résolvant l'équation par rapport à x\ l'équation du 
dkmàtre saluait albra 



/ 


aC 


■^" > 


où) 


*fa tiraM la valeur iey, 


« 


1 


* 

^ aCsc 


E 




, B*»^4AG ét«grt util^oii n 


» ' f 

% 




B -dT 

• 


'. 


Ainsi l'équation de ce diamètre i 


(leyient 


< 




E, 
B' 



cW-Ji^iiire 4AHI «t patiJtUe 4 l'autre iumbUe 

■tMM» 'iHlw |k4*a* 

que l'on avait tronvé en résolvant l'équation profoséft 
^vr mipport à^y : nouvelle -aiAlope ide la ocMiriie que 
nous examinons avec là paraBolèdont tous lés diamètres 
sont parallèles entre eux. 

r B7g« IJ^tttii fa position particulik^ da^tto.ogiirbe^ 
el k. sa 'Situation par rapport aux ULe8> elle dépendra 
ae$ valeurs des opeffieiens AB. ^ , . On la dééouvrira 
"éa suivant la marche que nous avons aj>pliquée dans le 
d^ ajûf aux courWs du genre de Velîipse^ et on arri^ 
>erà k dêé ëon's^quences analogues. 

2S6. Ail resté ;j là condition carâçlé'risïiqué du ^énrë 
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» 

cle eourbc que nous considérons ici est très facile à re- 
connaître ; car , lorsque B* — 4AC est nul , les trois pre- 
miers termes Aj^^+Bxy+Cx^de Féquation générale 
forment un carré parfait, qui est celui de la quantité 

281. Voici quelques exemples sur lesqliek on pomra 

s'exercer : 

y* — 2jy + 07» 4- a? = o , ( fig. 10a ) 

yA _ 2jcy + X* 4- 2 jr = o , • {.figi 'io5 ). 

y* — 2scy -J- ar* + ay + 1 =0, ( %. io4 ) 

y — ary -f- ^ — ay — 1 =0, (fig. io5 ) 

jr* — axy + ar* — ay — ar = o, (fig. 106 ). 

a8a. Si la quantité BD <-r* a àE, qui mldti|>lie ar sous 
le radical, était nulle, la yalèur de y deviendrait 

Alors la courbe dégénère en deux lignes droites paral- 
lèles entre elles; et, selon que la quantité D*— 4AF 
est positive, nulle ou négative,, ces droites sont toutes 
deux réelkè, pu se confondent tt «ejré4ttiMnt 4 uaie 
seule, ou enfin deviennent toutes deux imaginaires. 

Dans ce cas , l'équation génénde est déoomposable en 
facteurs du premier degré , et peut se mettre sous la 
forme , . . . . .i -i '"*••• -t , .-.,.. 

En voici quelques exemples.; » - , 






^*-^iy+af-i. iteo. ..... 1 Deux lignes f(Pîg. i«7), 

jr*+4a:y-H4x'ù-4t=io ..... i droites, ttri^. ih^l 

y— iay-far*+a^— :2jr+i==:0î Une seule' .UFîg.KXgj; 

y— 45ry-f 4ar'=o.V. , /licnedroite. UFig.iid)! 

y+airy+àr»^. i=o . . : : J . îfieuxaroités jQKig.ù ^ 
y^+y-j^i =0 / imaginaires. UFig. Il a)^ 



■\ 



DES KQVAT9QN8. 35$ 

a83. Il résulte de cette discussion , q^ie les courbes 
du second ordre , comprises dans la seconde classe, pour 
laquelle B' — 4AG est nul, sont en général indéfinies 
dans un seul sens, comme la parabole, mais peuvent 
cependant donner comme variétés deux lignes droites 
parallèles , ou une seule droite , ou deux droites îti^a- 
ginairas. 

£n admettant que ces courbes soient réellement des i 

naraboles, ce qui en effet sera démontré plus bas, on I 

peut se proposer, comme nous l'avons fait pour l'el-- ^ 

lipse^ de ^rer de l'équation générale toutes les données 
nécessaires à la construction géométrique. Mais ici nous 
ne pouvons plus employer la considération du centre^ , 

puisque celui de la parabole est injBniment éloigiié de 
tons les points de son périmètre; et par conséquent il 
faut y suppléer par quelque autre propriété tirée dé la 
nature de cette courbe, qui permette d'arriver facile- 
ment et promptement à sa description. Or, il en est une 
qui remplit parfaitement ces conditions, c'est que , dans 
la parabole, lorsque deux tangentes sont perperkUcu^ 
laires Vuais ,à l'autre , la ligne droite menée pah les deux 
points de tangewce pas^e pur le joyer^ et le point cPinter- 
section des deux tangentes est sur la directrice. Cette 
propriété n'ayant pas encore été' remarquée, du nortHns 
à ma connaissance, je vais la' démontrer d'abord» 

Soit M'AM'' (fig. 1 13) , une parabole dont Àtost le som- 
met, AX l'axe, F le foyer. £n appelant tàp son para- 
mètre, et la supposant rapportée à des coordonnées 
rectangulaires x et -y, .dont la première soîi ppisé* sur 
l'axe à partir du sommet Â, son équati<m sera 

y*=apxy 
et )a distance du foyer F au sommet de {a courbe sera 

égale à - ou au quart du paramètre. Cela posé, si par 
7« Edit. . a3 
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1« foycrF'i«iiia menons une lîgne droite quelconque, 

l'équation àe œtte droite sera de fa forme 



y^a(x^f). 



a êtai^t k tangente trigpoométriqoe de l'angle qu'eUe 
forme avec l'axe de la parabole. Pour avoir les paints 
d'intersec^on de cçUq droite «t>d^ la' D^o^be^iï Aiut 
combiner leurs équations; et d?*abfiv4» «n^intteonl: ir^ 
on ^ura^ pour les y çmwaajms^j 



3» 



lés dfe^ racines dfe cette équation sont les deux oràojx- 
tiéés'des deux |)ointâ d'intersection j ^n les dés^çi^nit 
par ^ jy\ feui» produit sera égal au terme ind^pcpidant 
de y ; on aura donc 



y/=-f*- 



Or^ ci j^r diacuM de Q99 fioints y BMfflpiés^' elIC' 4l9këè 
la Sg^if^^ Qi» çouçoi^ Utte taxig^enfas à la parallèle, et Vjue 
l'on déai,i§^6 par d «I a" l«s ijmgeniok «^rigânioinéti^iques 
des «i^gle^ i^ ççs 4r<lital f «KfMitt fii«}e> l'axe AK , on 
aui> p^ l^aç^edod , * 

. ^ ="b,> . ^f^F^ y'* ^ ' 

Far .c^l^Heiii; . 

Si^dttfi¥fceiSg^iiIhlt^ on met pouryj* sa valeur— ^/?% il 
vient 



aV = -ri; 



ce qui^^nifîe qwiç le^ àm*- l^y^lfs^^^x^^^ fueiléas Auii 
deux points d'intersection sont perpendiculai»ps l'une 
iïaiitrç: 



' 
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L^ réciproque de cette ^ro^^it^q» ^t .^^W^t 
"vraie; c'est-à-dire que toutes les fois que deux tangentes 
k la parabole aoixit perpendipulfâres l'^ine à l'autre ^ la 
corde ,qui joi^t les.poi^its dç taï{§en<?e paige j^r le fo^jr^. 
En effqt, '/ït en était a^trepiént^ nar ui^.que^çnqu^/ie 
ces deijx points, tjel que JVTou M ^,mençz une corde qui 
passe par Te foyer ; leuè îrji coupej la courbe en up^u^e 
point M**, dont la tangente, sera perpendiculaire à la 
tangente menée par M'', si c'est M" que l'on a choisi. 
Donc, puisque la tangente menée par M' est supposée 
jouir aussi de cet^e propriété ; il f^t que ks JJôiQjjS Jtf* 
et ^' coini^îdent ; car , opns la par^l^ole, jamais j^/ç|i^ t^- 
gentes ne peuve^ut être pî^rallëles l'une a l'^^^jp sans 
coïncider. 

Maintenant il reste à démontrerla seconde p^j^de 
la proposition 9 c'est-àvdire.Q»ç , Jorsque deux tangentes 
de la parabole sont perpendiculaires l'une à Vautre, leur 
point id'«vat«f seoHoii est situé >6ur i^ directrice. I\>ur 
cela , désignons jwir x, y , î»"j y, 4e» coordonnées des 
deux points de tangei^e; les équations des deux tan- 
gentes seront 

D9ÊÈB Je >poînt cil ce» Hgnes «e coupent , lés y et les à; 
leur. sqntfÇomipufts;.^ij;^i pp^Miraj^^ fiOP^UiTO^^?^ 
point en combinant les équations précédentes. Or si on 
\&.diriee^mmahrek wiotnifere ,5^ disparaît, et H vient 

d'où Ton tire , 

/-y ' . ; 

c'est lVbsci^^.4»*.|Mwp.tji;^^ éks>^WitoP- 

gentes. lyîai?,^ Ue jnjç«,t ^e sûi^f^i^^^M^ é)fi^ 

les deux pm\s Àç,i^^^f;^.^sfip^.^^r ^^ri^]§à 9Êf 
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PéquatkHi de cette courbe leur étant appliqua, donae 

' tirant de Ikx' et x" en fonction de y éty", puis , les sub- 
stituant dans l'expression dex, le facteur y — y devient 
commun aux deux termes du second membre. On peut 
donc le faire disparaître^ après quoi il reste 

Cette expression est générale pour tous les couples de 
tangentes quels qu'ils puissent être ', mais ici les deux 
tangentes que nous considérons sont perpendiculaires 
l'une à l'autre ; ce qui , comme on l'a tu tout à l'heure 
donne 

Faisant donc usa^e de cette relation pour particulariser 
l'expre^ion précédente, elle se réduit à 



a' 



c'est-à-dire qu'alors l'abscisse du point d'intersection est 
située hors de la parabole, à une distance du sommet de 

cettecourbe égale à — -y ce qui est précisément la distance 

de la directrice à ce même sommet. Ainsi l'intersec- 
tion des deux tangentes perpendiculaires s'opère sut* la 
directrice comme nous l'avions aimoncé. 

384. Pour appliquer ces propriétés à la construction 
de l'équation générale, dans le cas ou elle exprime une 
parabole, fig. 1 14, il faut considérer que , lorsqu'on ré- 
sout cette équation par rapport À^ , on obtient on dîa-* 
mètre dont les ordcmnëes sontparallëlesaux^", et, qu'en 
|a résolvant par rapporta x, on obtient un autre dia* 
mètre dont les ordonnées soiit parallèles aux x, c'est*à«. 
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dire perpendiculaires aux précédentes^du moins lors^e 
le système des ooordpnn4^sx et j^ est rectongnUine) ainsi. 
c|ue nous le supposons en général dans cettef discusami ; 
èr les tangentes à l'origine des diamètres sont para^-^ 
lèles à ces ordonnées; par conséquent elles sont aussi 
perpendiculaires entre elles;, et ainsi la ligne qui joint 
les points de tangence contient le foyer de la parabole* 
Les coordonnées de ces deux points de tangence sont 
faciles à calculer , cair ce sont les limites de la courbe 
dans ces différens sens; d'abord pour celui dont la tan- 
gente est parallèle aux y , nous avons trouvé dans l'af 
tîclè 277 

*^ J(Bp— 2AE)' 
ce qui donue 

En résolvant l'équation relativement à x , on trouverai 
de même les coordonnées de l'extrémité de l'autre dia- 
mètre où la tangente est parallèle aux x^ et l'on aura 



y ~ âiiBE--aCD)' 
ce mi doanè 

Quand on aura ainsi déteri^iné ces deux points ^ on les 
joindra par une ligne droite , et elle devra contenir le 
ftjyer* 

On mènera ensuite par le premier d'entre eux une 
ligne droite parallèle aux ^, par le second une ligne 
droite parallèle aux j'. Ces droites rectangulaires se- 
ront tangentes à la parabole cherchée. Comme elle^ sont 
respectivement parallèles aux axes des j^ et des Xj leur 
point d'intersection N aura-pour coordonnées oi ety ^ 
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mm mttïis^è , àû' àtte^ u iHré(Mtè ^-^"è^é. Et 

*i^feâgfe4 à k aï^pfetrfôé', 6é sèrà te aistancë rfé ce 

ISfthë ]fiWHrt Aé^ trfïi^Wée' âù fôyér/^insi f on conna/tra 







pèfff^ètfirctfldf é à fâ directrice , ce sera Taie de la para- 
bole. Connaissant ainsi le f^jer^ la directrice et Taxe , 
on construira aîséÀEieRt 4» eô^trbe entliMTe. 

Troisième CLAssEr< -Çourifes indéfinies dans tbu^ 

les sens. 

r 

, , 2Îfe5. La. discussion de cette (Jassê de coar%^ est &f^- 

r tremeraent facile , après ce qui précède*, car elle se fait 
précisément par làf^èàks-^SHHtche et par les mêmes pro- 
<M3dés dont nous h/NIt^ Ial^:||à«ge pour "les courbes dé la 
première division. Si l'on reprend la Tal8fff< ^IféNte 
dejr, quiest 

et que l'on représente par x' et x** les deux racine^ (by 
l'é«|iurli«n ■ . ', , •... ' f-' . 

«h! poWtt MH abtti» «gfté foM«ë r ,...'', ' 



> à 



K. 




«I ; n Van Jttf f o agque «/ et jt" sotefvfc dé» <f li^inktHé» réelles ,' 
ODptôlo £f -»^4Mi 0st «ne «(nâatfftil pdittH^y dh Terra' 
ùniiammà q«8 1» ooirti)é eal^ tOtt)t)tti^ hns^tâ^re etitre 
krahscisaoo/ 0I o^^ nottîtii^tl^^Ate est tcthitmi^ i^leNors 
dcroBf Uoiîteà^oit dtete trotiVè toéch^^pài^ ^ or- 

- LdiCQtiikitiMi éi lit nMité de^ iiàdtfëi^ i;^et a" est" 



.t«.. .» 



Nous Vavious déjà bbtéîiuô pa^e 34 i , pour I4 réalite 
Ae$ «îbttrtes du gertrC de Pellipse. On voit Jonc que 
ïe èigtie seoï de fa quantité B^ — 4AC cfétermîné la 
ccÀitiiè à être fermdé 6t ïltaltée , ou fcoinposeè dé disux 
branches séparées et indéfinies. 

On Toît d'aâl^r^ que les absciéses x' ét±^ ^xntre^les- 
quelles la courbe devient imaginaire , i^cpondent à son 
intersection avec le diaunçtre.tjpÂa pour: éi|u%tioa . 



I Ti 
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"Voici quelques exemples sur lesq^iel^ on pourra 
s'exercer i 

' y_x«+^^-^j^+ii=o, (ïig.ii.7). 

y^ — 2 or* — 2^ + 6x — ^►=o. (F.^*ii.9)* 

On trooTcrâit , dijiîlTtïe dans- la page 34 1 ,'Iè$ condi- 
tions nécessaires pour que la courbe coupe les aXês des X 
et des^y <fu les touc4ic e^ tm seul potAt , bu- etifti ne lesi 
rencontrée pas. " . % ^ ; .. ' ■ 

286. Dans tous ces exemples l'équation contient Icjt 
dar ré« y* , x* , des deux vatîîMes. Si Fato des deux man- 
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quait, UiaudraH résoudre l'équalian par rapport à œliii 
qui reste oomaie nous l'avons dît plus bàut; enfinv si 
les deux oarrés manquaient, on ra m è n er ai t imnédiâte- 
mçnt la courbe à ses asyBiplotiBSi eomme nous l^arons 
montré n® d66. Cette réduolioa est égahsteent pn^*- 
cable lorsque les deux carrés ^^y* te tronAwnt tons dent 
dans l'équation , ainsi que nous le Terrons ii la fin de 
ce chapitre; viaîs alors elle exige une analjfae partiea- 
lière; et c'est pourquoi , ayant de nous en occuper , nous 
achèverons de développer les résultats que l'on peut ré- 
duire par la résolution immédiate. 

287. Un des cas qu'il nous faut aussi oonsiÀécer , est 
celui oit x^ et x'' sont ^les entr'eUes ; alocs le produit 
Çx — x^) {x^-'x") devient un carré égal à (x — a/)*; 
et l'on a ' 

L'équation représente alors deux lignes droites qui sont 
toujours rédles , puisque B* *-^ 4AG est une quantité 
positive. La condition de cette %dîlé des racines exige 
qu'cm ait 

(BD — 2AE)» — (B» — 4AC) (D» — 4AF) = q. 

Comme le coefficient de x sr^est pas le mén^e dans les 
équations des deux droites , il s'en^vit qu'elles ne sont pas 
parallèles. 

Cette condition est la même que nous avons obtenue 
dans l'article 274 , page 343* 

Dans ce ca39 l'équation proposée peut se mettre sous 
la forme 

{aAy + Bx + D — (x — xOV^CB*»— 4AC)}X 

{aAj^+Bx + D + fc — ^')i/B* — 4AC } = o. 

Elle est donc dcoomposaUe en rationnels facteurs du 



premier degré , et petit èipe satisfait- en «égalant sé^ 
parement à zéro chacBH de ces facteurs. 

aS8, GénéFalèment, lorsque l'équation )>roposée se 
trouve multipliée tout entière par des fadtetos t*atton<- 
nek en a; et en^/ il Êiut^voir-grand soin def les^diseuter 
succes^iTement ^ et,cbacnn en particulier ; car , puisqu'oif 
satisfait à l'équation en les égalant à zéro, ils offrent àu^ 
tant de solutions, qu'il n'est pas permis de n^liger. 

289. Voici quelques exemples du cas précédent : 

y — 2X» + ay +1 =0, ( Fig. lao ). 

j.* — X» = O; (Fig. 121 ). 

y^ +3y — ax*+ 3* — i = o. (Fig* lûa )• 

390. yenoi!i3''enfih au cas où les deux tacides :ç' et x" 
sont imaginaires : alors le polynôme (x— a;;)(x«^a:*) 
ne peut jamais changer de signe; et , comme son prcr- 
raîer terme est \r*, il reste toujours positif; de plus , 
B**— 4AG est aussi positif. Ainsi, quelque isupposition 
qWim fiisse pour a: , la valeur de^ «era toujour» réelle, 
et chaque abscisse donnera des points de la courbe. Ce- 
pendant cette courbe sera encore composée de deiix 
branches séparées (fig. 125); car chaque ordonnée est 
divisée en àexa. parties ^ales par le diamètve doné' 
l'équation est 

ÇBx + D) 
-^^ 2A * 

et, comme le radical |/(B*—^4AC) ia:^x') (x^x*') 
ne peut jamais devenir nul ,^ ce diamètre ne coupe pas 
la courbe, qui s'étend ainsi indéfiniment au-dessus délai 
et aurdessotts. Cette circonstance est tout-à-fait analogue 
à celle que présente le second axe de l'hyperbole. 
Les conditions partieidières à ce cas sont 

B*— 4AC>o,(Bp— 2AE)*— (B^— 4 AC) (D^-T 4AF)>o. 
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• • . . . 
*^*'d(ji. SI A^=i= -T^ Cy et Éf = o, ï'ç^ùatîo» g/siicraîc 

■ ' Ay* - Ax» -f % -f Es .-f' É-' = 9} 
bu 

DR • • F •'- . 

ÈlleHiieirf / ^ar consé^ljuent, sie îneRre sous la JSrrAe 



T-^^lHAè»,, 



■ ■ t 

atori on vciit ijue » si les Ooçriionii^e* Y et x sonj; i^c- 
fangûlavres, eUëî repr^seate ui^ hyperbole éqiulatere-^ 

'^^ . . . • :. 4A*> ... ,.. } . .. 

tlu fierc^e , d«;is la. préfère cfe*&^ ^dç^ ><P(>uxbes^..p/^. 
ticle 273. '- . ► 

292. Il résulte (te cettç ^isÇ^^ssion que les courtjes 
du second ordre , danff feqcteltes B* ^fr 4 AC est positif, 
sont toujours des courbes indéfinies composées de deux 
l(fi^e» séfiMtFéesr^ o^jéifÉr«rt>«owimw îrariétà» 
d^i«fe,lîii^4br9ité»qpR& se cdupeal ri^l'tetfw*oleé|uâf* 

létài^b .■ ^.-•' ■•• •■« • ■■ ■ ^ ' ^"' ■' ;••" ' 

flna.Oriit6it,p»ceqHÊpï^«èae^ iÔDOMwfc il»c*. 
possible^, déduite .de l'âfiwAtoa .d'ta» ligne oaliiba, 
sa forme , se» «teiiJw y sw Krtiteâ ^4 i«it« k» ^«wb- 
sites de son cours \ la marche que nous venons de s^lvre 
est générdle , et s^appïïquèf àît >éga-femeat à toutes les 



I 
I 



1 



courbas algébriques. Il ^é&tie 'iHé^MÊë ée ft'en^ hkm 
pénétrer > et de s^en f^idre l'usage familier par des 
exemples. Mais hmii c'esf teut ce qu'il faut retenir ; 
car il serait inutile , et même nuisible , de fixer dai» 
Jsà ûiêlhlôtie lès conditions particulières qui ont lieu 
ehtre ^i&is6tmâÊis ^ià^ UrSttéms cai, et il faut 
fl«Ô! 40 î^lsSfei?^m^ftéf«^^^^ à ces céndi-^ 

tidns par la siiite des raisonnemens. 

5294. £t| >tlA]aa^ûl^^^W^ ië» eéoarbe»- è^m^ises dans 
cette classe soient réellement des hyperboles^ comme 
nous allons tout-s^l'lïeiif e le prouvoTi il eist facile de les 
construire géômé^riqùeme^ d'après leur équation; car 
on peut ici ^ comme pour les ellipses, déîétiiihittirh^ 
simplement leur centre, ainsi q«6" 1* direction et la 
longuetir' d;? ^1E d'^iifëS^é^ doftjAguél* 

Il n'est pas même besoin pour cdia d'aueun nouveau 
calènjj il ài^^ dîo^j|ércr itjr éo^îiine nous TaTonS fait 
alors-, en ayant égard à l'analogie qui existe entre Fel- 
KySfr etVUy^mè. kiïié qû^<xut cfiferericés qui fes ^- 
parent. En résol^ôht d%6f S tetfuâtioh , par rapport 
ky^èhcM^Mtkim "^^ïiikt Aimmë dôiit la iôn^iteur 

Én«H*^ficm la résolrairt ^r fà^Wri x, oii aura Je 
sécona diamètre paralMè aux y , lequel aura pour lon- 

Celui-ci sera imaginaire, car nous,s^nWi«ls fi*-^*-^AC 
positif, comme celadait en.e&t avoir lieu dans l'hyper* 
Më.-* tionc 6tï Hpî^^te la mpSiè defee/cltarfiètte - 
pai* d'T tii. 1 j ^t la nioltié du premier par A', tes don- 
nées &ufîiroi>t jKuirçoastruire l'Iijj^çerUaktj ter Fànglë 
clés deux diamètres est connu, et en le représentant par « 



^j^ 
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on aura ici comme 4ini6 l'ellipse 



smtf :?= 



i/4A*+B» 

» 

On pourra de même obtenir les valeurs des deux ^es de 
riijperl)oIe; car en les représentant |Mir a et 6 |/— i \ 
puisque r<m d'entre eim doit être iinugîmâre^ on mie» 
également ^ 

ah i/^g ^'^y^V ^Âg^B^ î • 

* 

oe qui donne 

4«»= Ël^fQ!(A+C+»/B» + (A-C)«} ; 

expressions absolument pareilles à celles que nous 
avons trouvées pour l'ellipse 9 page 349. 

295. Mais on peut aussi construire, pour oe cas, réqua- . 
tion générale en y mettant les asymptotes en évidence; 
en effet reprenons la valeur r^sotae 



J^ iir-1^5ÂV (^ -*^^)K+ 75^:410'^ B' ^Af }> 

B*— *4AG étant par supposition une quantité positive 
différente de zéro, faisons la sortir de dessous le radical 
général cvec le £icteur x^, «1 écrivant l'équation de 
la manière suivante, 



' l aA J—aA*^" ***'V ^{B^-4AC)x^CB'— 4AC)jc«' 

'maintenant dé relouons le second radical en série par la 
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formule du binôme appliquée à l'esposant i (^); et ordoii- 

nons le résultat ^ rapport aux puissances de - i il est 

aisé de yoir que les premiers termes seront 

(BD-aAE) (D»~4AF ) (BD— aAE )' 

^ "^ (B*— 4AC)jc'^a(B*--4AC)x* "^ 2(B*— 4AC) 



^*x» 



+ eta. 



et tous les termes' qui suivront ceux que nous ayons 
écrits y contiendront au dépomtnateur des puissances 
de X de plus en pltfs grande^ ôr^ en effectuant sur tous 
ces tenues la mukiplicsrt^n par le facteur commun 

— v/B*— 4AC, k premier i donnera un produit 

qui aura pour factetir x, le second qui est déjà divisé 
par X , donnera une quantité constants^ ; et tous les 
autrBS qui sont divisés par des puissances de x snpS- 
Heures k la première , gardâ'ont encore en dénomi- 
nateur des puissances de x de plus en plus grandes. 
Ainsi, en ordonbiant toute la série relativement à ces 



4i»N 



(^) Pour eela^ il faut se rappeler que Ton a en général , n étant 
quelconque , 

/ . ^- f , n.n— I ' Ji.it — i.n — 2 _ 

1 ' /»■ ''"* '' '■ 

Ainsi , dans le cas oîi n sera - , on aura ;/ ■ i , 

« ■. ' / , 

su . ï » - . » » / 

0'f-«)'' = i'fjg»— g«'+^«» — etc. r 

Dons le cas actnsl , la quantité qui représente z est 

«(BD— aAE) (P« -^ 4AF) a i (BP— aAE) (D« — 4 AF) » 

■'"(B»^4AC)x- * ^'^ X i f B« — 4AC)"^(B»-4A(> f i 



r « .' 



de sorte que ses diverses puissances contiennent toujours an dcno- 
minaieuf les puissances sucocssives de ~ En la substituant donc 

Su 

pour z et se bornant aux trois premiers termes , on aura le résultat 
énoncé dans le texte. 



•> VM 



r 
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tPoSs sortes de termes, on aura 



■> aAl "— y/W^^J^' »^ 



*ÎCv^fasi»'-"^+l^^J ^''> 



dz etc. 

Maintenant, à ipte^r^ ^jw^ Tat^^pî^ ^4^Âf9^dr» »I«s 
grande , soît gu'on Ja^jrejtiAe jpq3y;ÎT/B ^ ^^tibre^ J[^ 
termes ^ui la çQnJbieUi^q^ 45^ ^éwnau^teuf ^ 4eivia[^r 
liront de plus ea plus petits, tandis que Î0 jprem^er 
jbi1lfte:fuiien.«9tMiÂépei}rdaBt r^t^a'-eenstant, efc fue 
le second têrmegui la contieiit fjnpv^n^i^aiç^yr^ 
nne valeur Aemas en pi us /considérable. Ainsi,àifte§^ir,e 
tjîie cet aqcrioissement de x aura lieu, l'ordonnée y de 
la icoujribe approchera de plus en pUis de sf réçluire à 
ses deux premiers termes, c'esjt-à-dîre de se confondre 
arec Tune ou Paître iîes<lQU!l droites gui auraient poiv 
éqnation 

ou hien 

Ces droites sont donc les deux, asymptotes de l'hyper- 
bole que l'éqHation repiTçscntÇi Clles ne peuvent être 
réelles qu'autant que R'*— 4AÇ t^st positif; .car .s'^l éUit 
nég^if , le rMJLical l^'^iles cqiit)îfnn«at deiviendrait 
imaginaire. .Âu^i^ .avons^nous vu .que , 'dans ce dernier 
cs^9 Vjoqaa^on apportien-t à une dilipse; cour])e qui n'a 
pas d'açj^iyptQteg; 

296. On ne pqurraitp£^Qon|)lt]^^y[:^q«^\<^sjQKili«]e8 
au cas ou B^ — 4AC serait nul; parce qu'«il«rs Iffs^eraes 
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de la sàrtei(ptt«eo|ftî^neiÉt tonft^sles |missancé$ suoces- 
siwm dbceitequM]$Ué*èii>âéii€niiînatett^ infinis ^ 

la térm d» œt 4ert&es:«eiMit înlifiie eHe^cËèm^ an lieu 
4'âtre it)MMaQP4g6&te> >^ aiM «iftte ^Fcl rme éb dé^lcrppe- 
mmt ««8Meiàit4lll»effiwsiàte^ Aussi «n roinontant , f^ant^ 
ce cas, à Vetfpv$mtxm^fé^M^4ef0miA ftt ié^ 

y eloppée, Oi^^oi^ ^mp la supposition de B^,r-4ACnul fait 
disparaître }e^«mue>eii o?^, et r<l4|zit cette «3.|H*ession à 



. ^ . ... 

or4e'ra$iéM fient bien Hacôte^ dévdopper en serîé 

ôMlonifée ^faàt les pttksanôes Inversés de ^; dèâ 

suffit pourx?éla de mettre le tierme \/ J2 ( Bp — ^ AJB )JP 
eiî tacieùr commup^ et de réduire en .gprie Ife rd4îp^ 



\/h 







q[ue les ppemicrs ternies de la siérie, qui copttiandzxtnt 
les pujssana^s asceWtantes d^ x , ^e représenteroiiit pas 
de$ Jignes droites^ mais des lignes courbes .dont VéqvOk- 
tîon sera 

Ainsi, dans le cas de B* — 4ACnul, la courbe cher- 
^^*.#\qt pmt êl»9Bfmi^iisilie JMcjNkLigne ., .tootmaa w&és 
pouvions le penser. 4't^|i^iic«, jiM^i^ff^'alors elle e^t une 
parabole ; mai» plus x augmente , plu& elle approcbe 
ite ne ^ootifbnâ^e àveè une kvâste parabole , i^i est oeJle 
à Ittqiieliil^taiéur de^' «èrèduit , et qui est représentée 
parl'éqaiationi(4). -• 
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.. 2197. EiireveiMntaiii)afioùk»afympMetr8iDtîlighie0 
existent , il est clair que leur motoelle îateraeqlkm doit 
donn^ le centre de Thyperbole. Ainsi en emndérant 
les X et y comme oommunoi dans les éq;iMtiont (1) 
et (a) des asyn^totes, r^lîiniutkm donnera lèi coordon^ 
nées du centre ^ lesqndles auront poor wlenr 

_^ aAE-^BD oCD— BE 

^~ B*— 4AC' •'^'^B*— 4AC' 

Cest ce que Pon aurait pu préroîr directement par 
Féquation de la. courbe même , comme nous le Terrons 
tout à l'heure. Quoi qu'il en ;SO^t, à l'aide de œs coor-- 
données, on connaîtra le centre de la courbe» et on 
pourra le construire. On pourra également construire 
ses deuxasjmptotes d'après leurs équations. Il ne restera 
donc plus qu'à trouver un seul point de la courbe; car 
cela suffira ensuite pour trouver tous les autres y comme 
on l'a vu n^ a58. Or, cette première détermination est 
extrêmement facile; car., l'hyperbole étant indéfinie 
Hans tons les sens , il est impossible que deux axes rec- 
tilîgnes et rectangulaires de coordonnées se croisent 
dans le plan où elle se trouve, sans que l'un d'eux 
au moins la rencontre quelque part. On cherchera donc 
les intersections de ces axes avec elle , en Élisant suc- 
cessivement a: = o , ou y = o dans son équation. H j 
aura toujours au moins une de ces suppositions qui 
donnera des racines réelles, et qui fournira ainsi le 
premier point dont on a besoin peur trouver ensuite 
tous les autres au moyen des asymptotes. 

Sur les CmireB et les Ligme dioÊmeirates des 

Courbes planes. 

fl98.raidit tout à rheurequel^coord^«tQéeida<;entre 
de l'hyperbole pouvaient s'obtenir direetoment d'une 
manière plus simple que par Fintersection des deus; 



I 

i 
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,A^^rà|yto|es. Comme ce résultat- est général pour tontes 
iea courbes I Je Tacs en plaeer ici la démonstration. 

Ce que l'on appelle le centre d'ane côui'bc^ c'est un 
•point tel .que ^ si l'on mène une droite quelconque qui y 
.passe et qui se termine à la courbe , les points d'inter- 
section sont toi^ours symétriquenient disposés des deux 
cotés du centre , c'est-à-dire en nombre égal et égale- 
ment distans. ' 

En supposant cette condition satisfaite , concevons 
l'origine des coordonnées transportée au centre même. 
Alors ; si l'on représente par +^''> +^'7 les coordon- 
nées d'un quelconque des points d'intersection , qur sa^ 
tisfont à la fois.a l'équation de la courbe et à l'équation 
de la droite menée par le centre y il faudra que la courbe 
ait enoore un autre point , dont les coordonnées soient 
— x\ — y ; c'est-à-dire que son équation soit encore sa- 
"tisfaîte' quand on y substituera ces nouvelles valeurs, 
au lifeude + o:' et +y'*> et cela, sans qu'il en résultp 
aucune détermination particulière de ces quantité^. 
Cette condition se trouvera, remplie si l'équation déjà 
courbe ne contient que des termes variables de dimen- 
sion paire; c'est-à-dire tels, que la somme de§ exposans 
dé a? et de ^ , forme toujours un nombre pair dàiis 
chaque terme. Car alors ces termes ne changeront pas 
quand on changera leslsignès des variables ) et il ekt aisé 
de voir que la condition de leur constanoe- ne peut être 
remplie d' une autre manière; car si l'équation, contend^ 
des produits variables de dimension impaire, -les itéomfs 
qui en seraient affectés c^iang^aiént de..$igtid en mâme 
t,emp3 que les varial^ej^x^^; p^p ooxiaéqueBt > si Féqua- 
^ion était satisfaite p$irGei;takies<>Taleura' de ces qufii^ 
tités, elle ne pourrait plus l'être généx^léu^eiit par les 
mêmes valeurs prises eu signes contraii^es* Dîaprèsoèla*, 
pour savoir si une courbe <feimée dbnt ôn..a'i'éh|aatioîl, 
jouit de la propriété d'avoir un centre, il n'y a qu^'à chep- 
7* Edit. ii4 




cher ft'îl existe, sur le fUn oè «Hé se trouve, ha 

qu'en y fixant Torigine de» coordonaées, h 

an^y tique qi»i caractérûe un centre «oit latislaite^ 

c'est-à-dire que l'équfttîon tranflfonaée sp réduise à ne 

contenir qae. àe9 termes varîiibkM de dimen£|îon: pâîiti|« 

II f^udra^donç pour cela si^tîtiier > au lieu de x, dm 

expresftioi^s de la for^e 

dans lesquelles a et 6 désîgneht les coordonnées de l^ 
nouvelle origine, et Toiv si, en disposant de ces quantités,, 
on peut faire en sorte que les dimensions impaires de jf 
et de y disparaissent de l'équation tnanisformée. 

2199, Par exemple, si Fon effectue cette substitution 
dans l'équation du second degré la plus générale | 

Ay + Bjpy + Gr^ + Dy + Ex+F-^o, 

on trouve que la transformée contient généralement 

deux termes de dimension impaire^ savoir, 

(2 AA + Ba +D)y , et (2G1 + B^ + E) x'. Ainsi , pour 
que ces.lermes disparaissent , il faut disposer des quaiv- 
tités a et b de manière qu!on ait 

2AA + Ba+D = o, 2Ca + W + E = o, 
et alo^s l'équaUpn rapportée k la nouvelle origine de*- 
viendra . 

Ay*+Bxj^4-C:iî'*r|-A^i*4-B«i+Ca»+Di+Ea+F===o. 

En effet, sous cette forme, on voit qu'elle ne change 
plus quand on y substitue — y' et -~ x', au lieu de 
.•4- y et:^ x^j qe qui est le caractère du centre* 

Les relations qui existent entre les coordonnée» 
^ et 5 de la nquvey^ origine sont du premier degré , et 
neprésentent deux lignes droites : ces droites ne pouvant 
;se QQK^pèr qu'en un seul point, tl s'ensuit qu^il n'y a 
.qu'un seul 'centre dans les. courbes du second ordre. 
,Èii effets jces' équation» donnent pour a et i^ les- valeur» 
^i^iltea* 



DES ^IJATIONS. 3^;^ 

B''— 4AC' */^. B'— 4AC 

. I • • » . . ' i ; r 

^t ces talënrs sont ùnîqaes : eîles âevîe'nn^etit îrifl^ièS) 
<HiàiiAB*-^4AG êât-nnij ce qui sîgnilîq qu*iiîors*il'n*j 
a pas de centre , ou , eu d^aùtres termes, qu^iïest place 
À une distanœ rafîiile dé Porigîne. Ce c^s est çetui (Je ta 
parabole, coi^mè TiudMjue Péquation B* — 4A(Î^<)> 
ijui forme ledariiètèré de cette courte. Dans ce*cas , les 
deu2L droifeeis quî détermïnent le centime ^r Icui*^ mter*- 
âttctfion y d^Tteaiient pfti^Uèles, -puisque leàf pôili)^d'îii** 
tersectioo e$l mfohneni élo^iié. Sr, 4^ pl«», :t|ii>4tË« 
immératieim e$t liul eh. m^e tep^ps que B^u»4AC) 
c^s àevsk soippoaitioiis retideàl aâssi* tkxA VàuIt^ ntimé* 
.r4teili:> àt les.ioleurs pcéoédeitissïdetf et ^.dôtleniietit 
iil4^i«l?nMinée$^ iJort* il.lauft .veTGnHti>'4u& é^pns^oiMi 
l^eim^ qu.i ka 4âen!ft»ineiHiA> et y^mboiam^ttes^îrappo» 
:^)ÛHl«..Qr.y il iest jaoils 4l'eiL)dédi^ive qtie; âctiS^ce cas y 
les deux équatioèMe» aidf&a^véduisefit àiimesmild^'et 
pai? CQQS&tumil ne-siiffît^ pas .pcKfr4iétefiiimer"ces 
.4ei|?^ qiianÏÂItéa. Il y. adDno^dâuft ee êu|»ai»tîèulier, vêù^^ 
infinité de centres qui sont tous situés sur-un^ méiM 
ligne droite : n^^is au^ y diai)S ce èas, lacbiirbe se réduit 
À danjc imites parallèles, comme oii l'a va dans rar«- 
tiçle aSi ; et tous lefe centres se trouveht sur la ligue 
4rQi£e ^ estv^i|itt^ptéâ{;iiirB%«Btte6lifaM. ! '.^ ' : 

5oo. L'existeuœ des ligncts diaiiiétivlê^guë noiisavohs 
recoiinuedaiiLsles cQ|^be& mi secpudiordi^e s'^ét^uj csi^ssi 
aux courbes «te tous les degrés. Gén^rijLletoient oi^ppelle 
diamètre d'une, courte u^^e droite teÛp' qu'elle oçupe ea 




taiiie'kiôl?nailk>n.' ï)**aprèi' cçU , si 'Pon prend ilu diî- 
aiëtrè pour àxë dés absd's^s, et qûél'iin cTîrige'ri|x.e^des 
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ordonnée» parallëleinent aux cordes qu'il dîvîse en deux 
parties égales, l'équation transfbrraèe deyra 'être telle 
que , si elle est satisfaite par un certain couple de valeurs 
tel que-|-*' et -J-y, dBe le soit encore par le couple 
-f-x'et— y y c'est-à-dire par la .même ordonnée prise 
en sens o(mtraire pour la même afaficisse. Gcmaéquem- 
ment pour savoir. si ui\e. CQurbe proposée, est susceptible 
d^un ou de plusieurs diamètres ; il faut changer lesdi«> 
rections actuelles des coordonnées de la manière la 
plus générale , par exemple , au mojen 4eâ formules 

ç:3x^a+ap'cos«i|-yoos«t', ^ss^+^'sin^+y'sîns, 

«en^Nppoaant^parexempleylés coordonnées prtniitives 
X^^y rectangulaires; puis, après la substitution de ces 'va- 
leurs , on'cberëbera à déterminer ^^ 6, m eA m^ de 
manière Â faire disparattire tous les termes affi^tés dëi 
puiisBMwes impaii«8 d'unâ dés variables, sana que ces 
vari(d))e8;el]tts*inènies -cessent d-étreSndétérmittées. Si 
la chose est possible , la direction •de Paùtré "^ariabte 
.ferA'un'>dift«ii^redela courbe proposée. * 

3q 1.V Pour donner un exemj^e de cotte méthode , applt- 
quons-la aux oouxbes du second ordre > dont l'équation 
générale est 

£n y failsant la substitution indiqiiée^, on trouvera que 
la transfioritiée contient généralehient trois termes , 
oii l'une des jHiinvelles varii^Ues^ ^ > y > entre à une 
dimension impaii» , et ces teroves sotft'*^" 

{ a A8initôin«/-f" B(sîiu»cos« + sIttii*cos*)+2Ccos«cos«' } x 'y' 
+ { (aA* + Ba +D) sîn« + (aCa -f Bô -Ç È)cos ^] x' 
H- {(2ÀZ»+Ba+D) sinit' -^(aCa + Bi^E)cos«' jy. 

ï^oïir que Taxe des x^ pu Vaxe des ^', devienne un dia- 
mètre , il. faut toujours que le jterme afiecté du produit 
x' j^' disparaisse , puisqu'il contiept ji^^ puissance il»:-, 
paire de chacune d'elles. I) faudra donc toujours qu'on ait 



» >. 
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^9C<^3«cos«'-4-B(sin«'cosifi4*sin«oo$/)«f-aAsiiuistitffr;^ 
.ou ce qui revient aa même 
2C4* B.(tang «■ + taiig>««) + 2 A tang « tang «' :±=i o. ( 1 ) 

Ensuite, sî c^èst ràié'desa;' que Ton veut rendre un 
diimètre , il faudra que le coefficient du terme en y' 
disparaisse', ëè 4^1' eiïjgera que l'on fosse 

(2Aô+Ba+0)5in>'+ (2Ca+C6+E)cqs à^,r^o. • i^ 
Mais si Von veut donner cette propriété .i f aae des y\ 
il faudra, rendre nul le coefficient de u;' , œ qui exi- 
gerez que l'on fasse 

(2Ai»-+-Barf.DJ sin « H-(aCâ+B|H-E) cos m ^<i. (3) 

Examinons ce que ces équations nous indiquent; 
( I>abord , qudl que soit celui dies deux axes, que Ton 
choisisse pour diamètre / on voit è[u'tl faudra toujours 
poser Féquation (i), et y joindre seulement l'une des 
deux autres. Maintenant, l'équation (i)'ne détermine 
qu^une relation 'entre les angles « et «'},et, l^rsiijùe l'un 
tl'evi): est donné > elle assigne toujours a Faûtré'utie va- 
leur réelle ; puisque chacune des deux tangepteç de « 
ou de« n'y entre qu'au premier degré. Ôr^ après <^u*elle 
iBst ainsi satisfaite, la seconde équation , soit i^|), soit (3) 
peut l'être seulement par lès valeurs de dêt, Sli dont oîi 
«lispose; ain«i, quelque direction que Ton donne à |a 
.droite sécante , dont on veut faire un diamètre, l'éqùar 
.tioii(i) assignera toujours une direction de cordes qui 
fieront coupéeià par elle en deux parties égales ; et la se- 
-conde équation- (2) ou (3) entre a et 6, sera Tëquàtiou 
de ce diamètre relativement aux preiûîers axés' d^s co- 
ordonnées sur lesquels les aetb sont comptées. 

Ces deux demiièreâ équations sont évidemment toutes, 
deux satisfîtes lorsque l'on pose 

2A^+Bo + D=.o, 2Ca-j-Bô+E==o;- (1) 

Ainsi y les valeurs de d et b données par ces çiif&jc^ 

cotidilions appartiennent évidemment à un point. qui 
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jM troore Air l^msles diamètres. Mab ceiont précisémèetti 
ces mêmes conditions quidélxmîiitiitlé eêiitrè. Donc ^ 
to^s l(îs distmèlres de» courbe^ diA œe&nd dq^ré^pèssént 
par leur centre; et réciproqi;^nf?nt toute ligne droite 
menée par Je centre , dahs le» courbes du second 4^Kré ^ 
est un diamètre , puisque ^ sa directioii étaift donnée , les 
équations (s) et (3) sont satisfaites, et qiie la direction 
deis coi!^diès é^t éiistrilë déterminée en Quantités réelles par 
JVqadtion (i). 
. SoiL Supposons que y dams une courbé qtieloonqrtè, on 
ait^ trouTé une direction de coordonnées telle, ^ue Faxe 
à^ x' et^celuî des / soient l'ûn çt l'autre desdiamètrés; \& 
dis qu€! Véquation transformée eux' ^^y$ ne contiendra 
que des puissances paires de ctiacuneda oesTariables. Eu 
edet , si Vaxc des x est un diamètre, ï^équi^tion ne devra 
contenir que des puissances paires dey, et si Paie dc^J'' 
est un diamètre > eQe ne renfermera qt^e 4es puissances 
paires, de x\ Gônséquemmex^t si ces.f^u^ oÀr^elèrfls <)ut 
lieu a b fpis,, Féquation ne i^enfertnera que àm l^i^" 
sances paires de x' et de^ . . . >\ 

303. Cette condition est toujours r^n^plîe dans les 
Qourbes dû second ordre, lorsque rarigîaedes^?^^, esi 
placée au centre et que leurs 4ireeti<^is sstisfeiit à l'é* 
quatiou (i). Car, dans ce cas , les pr^uii^re^ yuissf aees de 
.x' et de y ayant disparu, ainsi que le ter.me ensy^ 
r équation se trouve ramenée à ne pouitenir que les carrés 
desvariables. Les&jstèmes de diainetreftqual'équatîoo(i). 
donne dans cette circonstance sopt (lonc tpuÎDurs des dia- 
mètres' conjugues * en prenant oe t^rmfii dwis l'acceptiou 
du n° 123. lirais la condition de p^S^er f4r: le cenjtre U-^ 
mite réellement cette prop^-iéié a l'elUfK ®t a Fhypër • 
Lole, seul cas où les équations (4) peuvenfl être toutes 
«]eu\ satisfaites en donnant aux coordonnéfs a ^ï h de 
la nouv'elté origine des valeurs finies. 

304. Lorsqu'il est possible de réduire ainsi la trau&-> 
formée à lue cotitenir que If s puissances paires des va- 
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rtàbleft, il est olair <|ue , s'il existe un couple de raleuH 
+jp', +y' <l«» y satisfasse, on pourra également y satîà- 
£iireavec les autres obûpfes—x'j+jr"; — x\ -^y'; + J:', 
— ■jr')<5''est-«*i!ire4joe l^ qHàtf é iingles formés ^làr lëâ in- 
tersections desÀi^s coordonnés retiferriietbhtciiacuii un 
point dont les coordotihéel^ feront pareilles , au signe 
près^ et qui se troutei*a 8<ir la courbe. Si les coordon- 
Bées Xjj' sont rectangalàires, le^ aiigles dont il Vagit 
deWendrolit des quiidràns é^aui entre eux , et la fôi'mé 
de la courbe sera identiquement la même dans tdus/dé 
sorte qu'on pourrait superpo^r ces quatre parties Id» 
unes sur les autres. Dans ce cas, on, dit que la courbe 
est symétrique àUtôùr des deux axes coordonnés* Gela a 
lieil y par exasnpie , pour l'dlfpse et Fbyperb6kr, lorsque 
les coordonnée^ lont dirigées wiîvafit leis «tes mfèmésrdé 
i9Qscqnrbeis. Alors la rectangiidaritè des x' et des^'^bvinef 
4'=3 9o4-«<; e^, en éliaiînant « de l'équation (i) àl'àldé 
de cette condition, il resté 

— aC sih « 003 « 4* B(c6s' #• — sin* *) 4- 2 A sin • oos « ^=0 -, 

, . - • , 

d'où l'on tire 

(A. — C)tang2ii + B = o, {5\ 

• I * 

éifUBtion qui donnera toujours pcmr tang 3i^ une Taleup 
i^édlevid'où l'oi^ déduira deux râleurs aussi réelles: dé 
l'angle «c. Mais ces deux Taleurs seront telles, que si l'une 
est « , l'Autre sera 90^4**^ ; <st par conséquent elles ne don- 
nerowt iju'nn léul systëniede coordonnées, qui s^a. le 
systetoe dés deux axes. Rien n'empêche d'établir cette 
n^me r<$làti<$n dans la parabole^ puisque la eottdkioni 
B^— 4.AC n'empêche pasd'en déduire la taleur dèlàng ^im: 
11 existera donc pour la parabole un systèiâe de coor-» 
4oim6es rectangulaires <{ai satisfera aussi k l'équafkm(i). 
Mais une à^l^de ces céordonnéeé s' du y sera! ùadia-»- 
mètreipujsqui^irdans le cas de la parabole, oâ né peut pa& 



^ 
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satisfaire sîmuItaïKjmeiitaui équations (a) et (3) avec Ses 
valeur^ finies il« a et de ù. Par oonaéquent la oonrbe ne 
sera sjmétrîque qu'autour d'une des deux lignes qui 
composeront le système des coordonnées i elle le sera au- 
tour des x' si l'on emploie l'équation (a) qdi fait dispa** 
rattre la première puis^nce de y% et autour des y m 
l'on emploie l'équation (3) qui fait disparaître la prer 
mière puissance de x\ L'une et l'autre condiinaison 
donnent également pour diamètre ia même ligne phj- 
bique , qui. est l'axe même de la parabole. 

Identité de tôHfes les Courbes da second degré 
avec les Sections coniques ^ 

. ^^^ liss cottrbe&que nous venMms de découyrir *eti 
discutaïa^t l'équation générale du âi?cond degré, nous ont 
ofTertla pltm&grandeanalogîe'afec les sections du cône, et 
même s'y èont fréquemment ramenées. Il est intéressant 
de savoir au juste jusqu'où s'étend cette analc^te; pour * 
cela , nous n'avons pas de moyen plus s&r que de re- 
prendre l'équation générale^ 

A)'* + Bxy + Cx» + Dy+Ex + F=o, 

et de la réduire par la transformation des coordonnées 
à une forme plus simple, qui permette de reconnaître 
la nature géométrique des courbes qu'elle renferine, 
sans toutefois limiter en rien leur généralité. 
. Pour cette . discussion nous pouvons admettre que 
l'équation contient au moins le earré^d'une >desi éeuxc 
variables, y^ ou x'; car , dans le ca^ partjculter où ces 
^ftux earrés manquent 9 noua avons tu, n^ a66, que la 
courbe est une hyperbole dont les asymptotes sont pa*- 
rallèles aux axes des coordonnées. 

Nous pouvons également supposer que le système des 
coordonnées a;, ^, est rectangulaire; car, s^il ne l'était 
pas , on pourrâût transformer les coordonnées- de ma*> 
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nîire à le rendra tel , et cette opération ne vl>apge- 
rait point le d^ré de l'équation , puis(jue (dans les. 
formules de transformation , les anciennes ordonnées 
obliques x^ ^ , seraient des fonctions linéaires des nou-^ 
Telles, et réciproquement. 

5o6. Ceci accordé, résoWons Féqûatioti* par rapport 
à la variable dont elle contient le carf é : et, supposant, 
par eiLemple, q^e cette variable soit j^, nous aurons 

selon ce que nous avons vu précéd^minent, page 538, la.* 
partie commupe aux deux racines, est l'ordonnée d' un dia- 
mètre rectiligne de kcourhç,leqiuelafiraît pour, équation,) 

«t ^ partie ^iTectéef 4^ douUç sijgpije,«xpriiQe 1^^ 
de la courbe , comptée à partir de ce . diamètre,, parai* 
lelement aux j^ : ^essayons de oonsfprttire;Ces divters.ré-- . 
sulUts. . i . . t. , 

. D'abord notre diamçtre. poupe l'a^ d/es j^ mio.dlri 

s tance -r de l'origmç des coordoçjil^l-.^t s9i.<lii:QG- 

tion forme avec l'axe des x un an^doiitla tangente 

B 

• trigonométrique est -^ — r ; menant donc deuk axes 

rectanguiaires des coordonnées AX, AT,fig, laj, qui 
aient en A leur qrigti^e commune, prenons suiç lé se- 
cond une longueur AD égalé à r > et , par le point 

D , menant une ligne droite indéfinie LDX^ qui forme 
avec Taxe AX l'angjie LOX, ayant pour tangente trigo- 
nométrique -^ — ; cette ligne sera notre diamètre. 



SyS iubntitI pisM cotntBCi ou iccomd beghe; 

Alors si , pour abréger ^ on noimne m fn^ugle ILOX , iim 
defrA avoir 

sur quoi il ne faut pas oublier qiie, d'après les pfetttier» 
pl'inctpes dç l'applicatioii de l'Algèbre à la Géoiti^trie, 
ûsletires' A , h, D ^aimi tfoe I>r£ , F> et les vartaMes x* 
eiy sont censées exprimer des nombres ab^ràits qui Sont, 
les rapports de certaines lignes à l'unité de longueur. De 
aorte qu'if faut rétablir ces ra|^ports «ous leur formé 
géométrique , à la place de chaque lettre , quand on 
i4rât eiR^Btiièr fé^ cdkliltttidtîons. 

Sùf, Là direction que nous aVotis donnée au diamètre 
GJL' dttns notire ^ni'e , est ti^cée particulièrement |)6uc 
le cas oii A y B 9 D ^ seraient des quantités positives; mais 
elle peut servir de't^^ièpiMùr rqprésenter tout autre caa 
quelconque > en faisant .correspondre les cbangemens 
dé {position dé h. drbile OS! kùx cbangemens de va- 
lettre et 'd^sij^nëk^ dëè fettres A> B,I>. Seulement, coinme 
noté MùtA loul & l^ttf^ faire u^e du point d'inter- 
section Dy il est bon d'examiner si la distance AD à 
loti)dllrs Wé Vàlènir iiitie. Or; cda est trè^ facile; car 

stHH'ëirpitisstén étant ^^^-^ y on v6it qu'elle ujb deviendra 

i^lflilid <^e il A èSt hA \ é^«t-k-diré si te t^éde la i^- 
riable y n'entre pas dans l'éqqatiun proposée. Mais 
puisque, dans les cas que nous avons à discuter^ l'éqûa- 
tiendt ddtt'coiiUiiir auinoins fe carré d'iîke dës^ deui ta-^ 
jrMtèR i tiiità poiivohs toujcHitif asdhb^l^k '^ue ^ii^' 
opérons sur celle dont, le carré reste , et que nous la 
prenons pour y. Alors nous devrons admettre que A 
n'esl î^a» Ihil^ et par eon^uent îè pëtiit d'intèrséctioà' 
D dbrai» d<$s.y ttv^ ifto(re« dWmëtré scj «rôuVéra lil^'^ 
jours à une distance finie de l'orîgiiié A. 
5o8. Cela posé ^ considérons un poiiAqueioon^e M dé 
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lioti'» obûrhn , pour lequel AP $ott x et PM soit y ; si Poa 
pzt>longé PM jusqu'à sa rencontre avec le diamètre 

OX\ la tà^kawoet^ représentera — ^ (JBx + D) ,«l 

par conséquent P'M représentera la partie radicale de la 
valeur de y. Or, l'équation d'utle courbe doit toujours se 
sîm]>in!èr quand on la rapporte à un diamètre ^ à cause 
de là disposition symïctrique qui eh l'ésulte dans les or- 
données. Pour profiter ici de cet ayantage, rapportons 
notre courbe à de nouvelles ordonnées dont l'une soit 
jyp et Pautre P'M; en désignant là première par x\ 
la seconde par y' et nous rappelant que l'angle LOX est 
représenté par «, nous aurons cvidëQiment 

• ■ • . ■ 

^(prei^iis'qMi»itàBl4Éb*itaées>â«<i^k¥àliêtrr résolue 
• de ^ , donnent 

/=^ l/{B —4AC) cm' #.a:'*~fl(dD--ljAE)cor«. jff'.+J>»-- 4AF 

<Hi, en élismt au^carréles deux îQiealwcSy el faisi^t - 
disparaître le dénominateur > 

4Ay»=r(B%--4AC)côs*« • â:'*-iHi(Bl>-^aAE)coi*.a:'+D*— 4AF (2). 



Maintenant j le polvnQme du second degré (fum forme le 
second membre de cette transformée, peut s'éarire d^Jia 
manière suivante : . — . 

• • * » . * ' 

fca ^quantité rarîarble tiomprîse entre Tes parenthèses 

deviendra un càtté parfait si on lui ajoute , 

( BD~2AE )* ,-, i,^ ■ . . . 

(B'"— 4AC)*cosV ' ^^ ' ^ ^"* yourta faire si , 

par compensation^ l'on, retranche htjrs des parenthèses 



1\ 
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hquantttééquîvalentc(B--.4AC)cos»-J§=^^^ 
l«q«eUe^. réduit à ^-^=|^^àFaîde4»4dttetra«^ 
ibrmation , l'équation eu y devient 

l (B>— 4AQcosifrJ E»— 4AC ^ 

Maintenant, introduisons au lieu de jcr', une nouvelle' 
variable x'' , telle qu'on ait ^ '^ ' 

•' ■ ' ■' — M3— aAE ■ ' '■■',• 

f 

ce qui n'est autre chose qm déplacer l'or^ne des x' 
sur le diamètre DX% et la porter du point D, ou elle 
4tait pincée, ^ ^n ^tre ^int J)t% t«l que DI^ -mi égaT 
' BP — aAE , „, . . 

(B* 4AC) cos ' ''^ équation rapportée au non- 

; ' veau s^stème^esy et des a:" , devieiidra . ^* . 

4Ay'=i (fiW4AC)oo^#,a;^»- "^ 



B*— 4AC ^ ' ^" 

et, sous cette forme, ne contenant pliis^què les^arrés 
des deux coordonnées avec un terme jconstant , on voit 
qu'elle ne pteUt représenter qu'une ellipse ou une hj- , 
perbole rapportées à leur ceùtre, ou h des diamètres 
conjugués^ l'ellipse ayant lieu lorsque le coefficient 
B*—4ACest positif, l'hyperbole, lorsqu'il est négatif. 
3o^. Cette réduction suppose seuleiÀent que notre der- 
nière transformation de coordonnées est po9scble à réan 
liser : or elle le sera toujours, à moins que l'abscisse 

BD— 2AÈ , , 1^^, , . 

TW^^àAcH^ ' représentée pai* Vu , ne devienne 

tout-à-;fait infinie, ce 'qui arriverait si le dépominateiw 
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<B*— 4AC) cosfc était nul. Maïs co^ « ne peut pas être 
ntrly parce qu'il en résulterait « =i= 90* , ce qui rendrait 
A nul , et le dianiètre DX' parallèle à l'axe des y pri- 
«Mtifs , etrdofifilance qu^ nous avons exclue dhs Tàbord. 
il ne reste donc que le cas où fi^^— '4 AG serait nul 
lui-même) or > en r^niotttant à la première transformée 
entre y' et a?' y et y faisant immédiatement usage de 
cette condition y dHie se réduit â . 

âA^y^= — ?»X9P ~2AE) co»i. .a;'+D« -.4AF ; (4) 

tfoîi l'on yôft qu'elle représente alors une parabole 
rapportée à son diamètre DX^ Ainsi , dans tous les cas 
possibles , l'équation du second degré proposée ne peut 
représenter qu'une byperbole, une ellipse , ou une pa- 
rabole , c'est4-dîre , upe des sections du cône. ' 

3io. Tous les cas" particuliers que ces sections présen- 
tent^se déduisent même avec évidence de ces transforma- 
tions^ par exemple» >i^ Uana l^équàti^i (4)^ on suppose 
BD-^2A£ nul y le terme variable en x disparaissant , 
la parabole se èbangera.en deux lignes droites paral- 
lèles à l'axe dés / ) et si D* — 4 AÏ* est aussi nul, 
lés deux droites se réuniront en une seule . située sur 
cet axe même : pareillémetit , si l'on suppose le term4B 
constant nul dans l'équation (3), elle donnera deux 
droites qui se coupent lorsque B*-«-4AC sera positif, 
et un point lorsque B* — 4AC sera liégatif. Enfin , $i 
ce terme constant tout entier, au lieu d'être nul, est néga- 
tif, B* — 4AC étant aussi négatif, tous les termes passes 
jdans le premier membre, formeront une somme de 
quantités toutes essentiellement positives j et, par con^ 
jéquent , l'équation proposée sera impossible à satis- 
faire , ce qui s'aceortle en effet avec ce que nous avons 
Yu n**275. 

3i 1. La marcbe que nous venons de suivre n'est pas 
seulement prowe a prouver l'Identité des courbes du. 



i\ 
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Moood degré avec 4iiofa{ii^4*iiiie« iJb» teelioiit du €diie# 
elle peiit eooore être eiiîployée avQç aTanMge poar 4w- 
«niter el ooostrçire les équatîomi fwrt¥:i>l>^Qe$ de «es 
courbes que Fo^ popn^U profofer» Uni 4MlVf liniMt 
]()i|en de £iife œt esp^i k^p 1^ dî^ei^i o^UlpWil V« noos^ 
avons domiés dans It opiimiii de ce «t^ivitret 

■ . • 
Z7é» SurfcMeB^ du second ordre* 

3 1 9. On a yn dans l'article 70 , que les iéqnàtjons entre 
trois variables représentent dfs suriaçes^ çQome çeliçs 
qui sont entre deux .indéterminées rjçprésentent des 
lignes. On classe aussi les surfaqe^. d'après le degré de 
leurs équations^ Ainsi le plan dont l'équation est linéaiice^ 
est du premier ordre. Nous ne cpnsidérçrpqs ici que Iça 
surfaces du.sf^ud ordre |, dont l'éq^filiipn la jdu^ géné- 
rale est 

A^4.Ay+AV+Bya4*Bra»+Bf^«)4.Q;+^^ (1) 

et nous supposerons les coordonnées irj^s rectangulaires. 

3i3. Puisque deux des Y^ri^blesx^ y, &, peuvent être 
prises à volonté , ce qui se présente d'abord de ]^U5 
simple est de résoudre l'équation proposée par rapport à 
une d'entre elles ^ par exemple ; par rapport à z : alors, 
en donnant 8uccessivemenlà.r et à y toutes les valeurs 
possible$>on en déduirait les valeurs correspondantes 
de 2, et par conséquent la position des différens points 
de la surface. 

Mais cette métbode, que noi^s avons employ^dans la 
discussion des lignes courbes 1 .ne serait pas propre à 
donner une idée nette de la forme et du cours des sur- 
faces , parce que, s*il est facile de saisir par la pensée la 
liaison d'une seule suite de valeurs, il serait très (liflicile 
d'étendre cette idée à deux dimensiops. Pour ôbvW à 
cet inconvénient, on imagine une stUte de plans coupans 
menés suivant une certaine loi , par exemple, parallèles 



à Ton des plans coordonnés. En oomlnnai»! les éqnl^tiof^s 
de ces plans avec celle de la surface proposée y on déter~ 
mine (n* 79) leurs intersections mutuelles. La nature 
de ces intèraïQCtî^ns ^ la manière d<mt elles se succèdent , 
(^t saisîii^iKHr^pour ainsi dire , dans fespàee, la nà^ 
iiuredeiasMfâMeet le« dWers mouvemens des Napp^ 
qjui la composent* 

3i4- Pourdonneir imttumpiede cefoocéàéy applir 
quoiis^l« au cas très stniple <A l'équation proposée serait 

'.t. * *'• •• ," 

FrtiMPS Ifisplma oeiqnfit pardAèlar du piain de xy ; 
J^l^^él)^î^l|era,jpsr.l«>l^^Ç:,^k|iw ' 

a étant une constante ; substituant ei^, t^JoUr de 4 
d^j^.Iapi*g|)03ée,jOn4 

ÇçHf éi|9i^ipn , qui iippartient (n^ 79) à la |)f ojec&n 
de rinte?w;Ot\Qn anr le plan des xy, représente, quel 
^^T9Cïi%0, une, oirconférenoe de cerclé dont le centre 

esl-a Borîgiiiç ,^et dent le rayon est yA^—a*^ : ce rayon 
est réel tant que a^ positif ou n^tif, est plus petit 
que R ; il est nul , qitand a é^le H | etr ifiiaginaire quand a 
turpasse R^ Ainsi , dans le premier ças^ ri]it.ersecti<3^ 
est iiiie oirconAlrence de cercle ; dans le second; qe cercle 
se réduit à un point; et auT-delà, le plan ne rencontre 
pins la surface./ 

. yéq^ation piKi^pasée étant symétrique par rapport 
fLUx tfojf TiariaÂilfftar^y 9 «9 on obtiendrait î^es résultats 
^ ^^^l)le]S en pçei^ntlos plans coupans parallèles à un 
quelconque des|^^ns coordonnés : si ces plans passaient 
j^yc l'origiiie ^lâgie desoûondonnées, chaqun d'eux cou- 
perait Ifi siur£aiçe. sniffAnt. des cercles égaux ^ et qui au-** 




raient pour éqfiiatîon 

On peut donc oonoeyoir la surface {Nropotée coaniae 
«ngefidrée paie 4$ ^ouT^^ment d'oa cerde parallèle au 
pl an xyj e t dont k^.r^i^jrcMi variable « eltteprésenté par 
I/R'^ — a^, est l'ordonnée du oerde sutTant lequel le 
plan des xz,^ ^u.dfls ys^jcmiooBtrerait la surface. On 
reconnaît, k. op^tQ. pi:cg»riété k génératioa de la sphère 
que j'ai choisie pour donner une application simple du 
procédé général; car, ^dans ce cas particulier, on peut 
«aisém^pt reosiiinaltre la natufedo la sarftMy^en dbser- 

vaut que ^/«•4-y*+** est la distance d'un point quel- 
conque à l'origine des coordonnées : distance qui est 
constante d'après l'équation précédente ; ce qui carac- 
térise la sphère. 

C'est pour plus de simplicité que nous avoÀs choisi 
les plans coupans parallèles, aux. plans coordonnés : par 
cette disposition, les projections des intersections ne 
diffèrent pas dès intersections elles-m^mes^ Nous n'au- 
rions pas eu cet avantage en prenatit les plans coupans 
dans des directions quelconques : si, par exemple , nou^ 
les eussions seulement astreints h passer, par l'origine, 
ils auraient eu des équations de la forme 

Aa: + Ry + C»=o; 

et la combinaison de cette équation an^ la -proposée 
eût donné, en éliminant Zy ^ 

Alors la projection de l'intersection sur le plan des xy 
est une ellipse. On pourrait cependant reconnaître que 
cette intersection clle>méme est une circonférence de 
cercle, et l'on y parviendrait en la rapportant à des 
cooi^données prises dans le plan coupant. Je donnerai 
par la suite des méthodes pour attehidre ce but. 



S 1 5. En général on peut , hi Taîde de ce que mnts-aTons 
(Alt dans.le n® 79, détermioçr les intersections d'une sur- 
face quelconque par un plan^ et il est visible que ces 
ifitersectiotis seront en général' de$ courJoes du ménm 
ordre que la surface : mais avant d'appliquer ceà pro->- 
cédés B Féquation générale dii sec(^id d^gré/il fktrt re^ 
marquer qu'une pareille équation n'est pas toujours 
possible, et qu'il etiste jles cas o& elle né sanflait repré- 
senter aucune surface* l^our les déterwner, opérons 
ici con^me nous l'avons fait n® !264 , sur l'équation du 
second degré entre deux variables. En résolvant Féqua- 
tion proposée par rapport à^A^lét sup^o»ànt'> pour plttli 
de simplicité^. -. . » \ h>. , - ^^ ^ 

2(BC— 2AC)=£/> a(B'C^uXC)=e^ G'— 4AF=rr/; 
èllédoûbe 

Po^r-qwe la vçlettr de 2 soit ton jour» imaginaire > quels 
que soient j: et j^ > il iaut que la quantité concise sous 
le radical soit toujours négative. Or, en supposant x nul, 
on^ pourra- (n^ â6d} dbjcinçr ky une* -valeur- telle que le 
signé dti résultat ne dépende que de celui de a : oli aura 
doaod'abônd, pqurtpreqiièifeicoiidl^n d<â^inpfâgii»tti*^^ 

B»— 4AA'<o. ''■'"' 

De plbs^ p^ur qfie la: qusmtîté^ qui- ^t :sQ«Sf tb {radical 
conserve toujours son signe négatif, il faut qu'elle ne 
puisse: jamais devenir. m^U^^ par conséiquent il faut 
qu^en l'égalant à téro , on n'en tire jamais pour y que 
. ^s valeurs imaginaires. Or, on voit, par ïaKiclë 2y5j 
que jceUe conditieuLnepeut être remplie i à: moin^uW 

^»— 4ac<o, (^--.aa^y--^fc*--4tf&)<û^^4fa/)<^^^ 
7* édition^ a5 




ce qwi eicige que les quantités a , c> /; ou 

B«— 4ÀA', F«— 4AA% C*— 4AF, 

floient .de mteie signe , et par conséquent négatives > 
puisque la première doit l'être : poor cela, il hiat que 
les ooetBciens A'; A", À!^f soient de méaae signe > sans 
qu'aucun d'eux soît nuL 
. £b faisant donc , pour pha de siupiîeité , 

/../ b^^^^c:=ia', bd — 2aet=:b', 

nous aurons les trois eonditions 

a<o, û'<Co, Q<[o. 

Lorsqu'elles seront remp&es^ Péquation proposée sera 
impossible, et ne représentera aucune surface. 

On peut s'assurer aisément de cette vérité j^ en obser* 
Tant que si l'on ^ale à zéro la quantité 

ûîy*+ bxy + cùc^+dy + ex -^f 

pourlerésQikdre dans ses facteurs sànpksy on pourra , en 
opérimtconunèdaiis la page 679 , la mettre sous la forme 

Par qoiiséqvieiit.^ l!éqnaticm proposée éqiÛTant à la sai« 

Tante, 

et Ton iwiît; clairement que tous.sQs termes sont positifb^ 
quellea que. soient les Taleurs réellea^ttribuées aux Ta-« 
riables x,^, «, si a, a' et Q, sont natifs, ce qui rend 
l'égaUté k zéro impossible*. 
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lion peut être satisfaite y mak -sâilenttieut'en ^up^bsant' 
diaeuQ de ses textes nul en particulier f ce qui donne 

€ç$k trois égvatû^n^ suffisent* pour détevpm^r. ifA>QÇHfrr:, 
données jf,jr,«; et,^mmp il n'eçi résijjl^tç pQjul^Jjî^- 
cunë'^d'ellesqu'une valeur, il s'ensuit Qu'alors |a.^^]?ff^^ 
se réduit à un point. 

Il est^ remâi*quer que la quantité Q reste la même 
qtrand on'J cfiaii^^ldusl^ si^ies des coefficîens a, h, o:'..; 

5 16. Il peuf arriver aussi que l'équation proposée soit 
décomposable en facteurs réels du premier ^egre, et 
alors elle représenterait le système de deux plans. Poup^ 
cela, il faut que la quantité .affectée du signe radical , 
dans la valeur de. 2, soit un carré que l'on pourra paç 
conséquent représenter çJâr (^+/^x+oj)%"«^ /3/jJ'^]éU^ 
des constantes indétémiinees : développant oette eJipres* 
sion , elle devient * 

et, en kcomparsrirt'féHfaé^k ternie' arWli^ïà^ * 
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<^..St^^ çxige que les quantités a;,c,/,^^fgnf.4ç xf^inf^p^ 
^^^?.; Ï^^V^ P^^,:*^?i*f .;%f*^i?9s «^f 93|,^p&§ij^^^;W 
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des ^ntfuytjM h, dy e-y et Féquation propotéc ne fèami^. 
lira eo deux. fyeteutUy qui «eront 

Si le» qiBMitîtét a^ e, /, «tmt p<wi tlv e»/cey faetefM'i'e- 

présenteront des |dàTis réels : dans lé cas contraire , \/a^ 
sera iiùagiiïstfré^ et Tùà devra àToir'en même temps 

Alors la proposée représentera une ligne droite. 

Les valeurs de b, d, e, tirées des équations (A^ 

donnent 

' hd — 2itt^:=:o. * 

Ainsi, en se reportant' au numéro précédent, les quan- 
tités qù'è nous avons nommées a'^ h' y Q, sont nulles lors- 
que l'équation proposée est décomposable en facteurs 
du premier degré. 

Si l'on développé les équistions (B) , en mettant pour 
a^h,€^ ^jnrs videurs, eU«s devioiBaiit 

AB"»+A'B'*— A'*— *^B'W-^4AA';A'îa:o, (i) 
AÇ'» + A'C» +F B* — BCÇ — 4AA'F =o, (2> 
kC^+ A*e + F B'* — WG È*— 4AA*F i= a (3) 

Les deux dernières seti^t celles que Toa obtiendrait en 
faisant successivement abstraction de x et de y dâtnsla 
proposée,, etécarivanl qi^^lg^és^Uat j^st ^é^ainfmM». 
en facteurs du premier degré, li est facile de s'en assurer, 
en les comparant avec celle de Farticle 287. Ïa préT- 
mièvre n-ést froitit symétrique avec les deux autres, et 
cela vient de ce que nous avons résolu l'équation par 
rapport k^cé ^kti'a laissé qat x étyiàms h radical r 
en U xi^i^% ?«• f apfwrt A ^ , qn trp^y^t pç^ur una 
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4eB'<roi« «({nations ée coiiiHlIioh'la suivatrfe ' '" 
VC^+A-C'^+Ï^'»— B'CC^À.'A"F==o! (4\ 

Cette équatkm , ^âî-ti^f 4»i^teiii que les coe^^ens de ii: 
«t >de y f cWt ^nécesèairdMèiit être comportée par lete 
tr6ù préoédente» : de pltt^tottfine ells'cotftîeift'û lettre 
B*, qui ne se troavci pas danâs les Aevoi àetnihrés^ «Ma 
lettre F , qui ne se trouve pas dans la preiiiifei*é , elk 
ne peut résulter que de la combinaison de'cés trots'équa- 
tions. On peut donc la sulistituer tt une d'entre elles , 
par exemple y à la prinnièFeVet Ton aura alors les trois 
conditions (2) (3) (4) , poM^ que la proposée repré- 
setite deux plans ou iinè ïigna droite ; ces équations 
3è Condition pour^oijt.mêiûç être emplôyêés.qyâiia .une 
\diîs quantités A/ A', A^, qui inlultï plient les cfarrés des 
-w&rliàhles X , y , z, deviendra nuHe. 
. ,_ -Sî.yoA irpidait'parTR^nîr directement ;aiut trois équa- * 
'4:îons (2) (3) (4), il faudrait rendre la proposée homo- 

|;yiq et sym^tnquf^ eu y substituant pour a^^ J(,.*i. -, 

r 

-, -: fi étant une nouvelle indéterminée* onilrpu- 

vémit aîiisl '•••'•' ^ .î ' '* '• . ^ .^ - ^ -v ;/- \ 

• .,'.■■ 

'" ■' ...... ^ ^^. 

6l en résolvant cette équation ^r rappoH à 7» , oÀW^l^'^i^'^ 
€ilier|itt lèstieonâitionft qui rétt^ntle polyiionif déodià-^ 
posable en facteurs rationnels; on obtiendrait ainai 
direètemept les tmiééqua^tions (2} (3) (4).^ m^ » • : . 

^17; LeprittCFpal caràeièrë par le^uâ 'àoiis avons 
eb$8é )é^ coui^besi'^tt îseoofld degré', est Vâi^enceou 
l^jstenoé des bt^aiKJiès ^infinies. On distingue .paie- 
ment y 'pa#mi lés sorftcés du second ordre, celles qui 
sont veiifermées âansvi^'eqpaoé liiâfité>-etk3éllé)^ dent. 
1« cours 6^t in4éfi]^i^ ^j\ . \ ' -/ . 



dana un espace fini , si Ton mène i|dç droif^e oai la 
reitcoJbtrti en ^Icudeurs poîiits , la* pôrtioli de cette Ôroite 
gui ç^t ipfjQiToept^e entri9 lea .f)«i9l9 «d'iMteneeCioiii'te 
.j^uj^^ ÎWf^ifr. d!9v^r îiMfoi^î.i^ a^^tér^tent^que 

^ur^çe;.cbfir^qi»^le$ ponditioius q^nXéU^iimevAà^^e» 
.qçUes,4T?L.,^^Ç9nd Wfdre,. . ..../. „ i ..î^ 

les '^(juations d^rne ligne iroi té guelçoiiqiie dan^^ la- 
quelle ai , ^x,A% f çpnt des constantes aj^ôlumeait arÛir 
traires (}Ui dé^epdçpt de k poeîtion de/ la drojjt^^; .1^ 
points oh eue rencouitre la surface. du second degré . , 

seront déterminés par le système de ces trois équatioas 
(?ji** 79)1 II faudi^ donc en tirer/pai* rëlîmînatîonV'le* 
valeurs des coordonnées ^y Jy ^j ce qui. revient « 
cherèWer les Jntèrsectîôùs dè'ïa siirface par chacun de» 
plans projetans , et à déterminer ensuite; ]^ pom^ 
çommujis à ces deux intersections. Ainsi, pour^ que U^. 
Surface propoôée^ soit renfermée dansf un espacé fini , il 
fst i^Q^ssf^ire. et il sH^que «eeâ. ara^rbe^ soient toirr 
Î9.urj^.;£eir^f^.,, quelle qi^ ^oit, la, idJiœfltiiQiit des- pl«iM 

Si l'on combme d'abord Ja pr^îèro d^ équ^tiowd» 
}sk ,d^4)Ui? .^vefc cfîUe di3 la sw&^ , Cjt qa'on élimîni^ a: 
jçi^tr^ pllp$/ il viendra uBQ . 4quatÎQa di* secoa* d^é 
qui appartiendra k la projecition , sur le pla» de» >«;♦ 
rifi^.^Oïifl>P. Buiv^nt laquelle le premier plaa çrqjetant 
fi^çcqç^tr^ç J4 ^urfoçe 5 6e<*6 éqwtioii.'sera dft la.fori»ç 
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mf moomf obiule. 391 

Four qa'^Be appartienne i tme oouiAie fermée, û^ ftml , 
oamme on Fa va «^ i68y qne 6'*<*r- ^'c^ soit niie t}««ti- 
tité négative : or, sans effectuer entiërém^t le calcul 
de l'élimination, il est aisé 'de Toir que l'on a 

ce qui donne 

(B"«— 4A'A")«*+îï(Btf'-^2B'A0H-B*— 4AA'<o. 

♦ ■ • • ». 

Cette condition devant être remplie ,'qùèl q'ue soit «, 
il est visible que Ton- aura d^atiord (n*^ 268) 

■ B"»— 4A'A''<a • -' '. 

A' et A' seront 'parcottséqueni de ménoiei «gae, po- 
sitives par -«:«npley si nous aupposao» Ja première 
positWe> ce qui est permis.' > .. > / 

> Il ûuadra ensuite qœ œpoljaibme reste toujours n^ 
gatîf, quel que aoit«^ ce qui exige qu'en, fégalant k 
zéro» il ne d^nne-pOur • que des valeurs imaginaires : 
pour cela , il faut qu'on ait (n* 276) 

(BB"— ftBrA'y»-i-^B?T-*iAA') (B^^-H^A'A'Xo , (4). 

ou,, e|i déi^Ioppânt^ et divisant par* 4A*, q^i est une 
quantité positive^ 

' AJB''*+ A'B'^+ A:'B*-BB'B^— 4M^ 

Gela ne peut avoir lieu qu'en supposant. 

B»— 4AA'<o. 

Il faut par oonséquenit que les quantités A, A', A* soient 
toutes trois de même signe,* c'est-â-dîre positives, sans 
qu'aucune d*elles spît nulle.' 

Ces conditions étant satisfaites, la section faite dans 
la surface par le premier plan projetant de la droite sera 
une courbe fermée , quelle que soit là direction du plan. 

En combinant de la même manière l'éqivatîoii 
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formée »«il'.Qn a .....-: 

, , . r»- 4AA"<Ci9., ...... 

ce qui exige que l'on ait • .. . 

B'»— '4AA'<9, — 

IVIaU ces ooBdrtions ne différent «^u'en ^jpparence de«^ 
prececlent^^ ç^^ si ro» dé^elo|ype la.fbrniBle (6), et 
qu'on la divise par 4 A.', qui est une qiiaVitité positive , 
elle donnera la formiuë C^) : et, réciproquement, eu 
muHij^nt la foimule (5} par 4A'', i>n relranvera la foT'^ 
mule (6). Par conséquest , laxDndi^ion B'^-^4A.'A' <iO 
est implicitement comprise dans-Ief prédédenies4.Iiii^*« 
logie fait* jkbément sentir qu'en multipliant la formule 
(5) par 4A ,i0ii peut lui dœ^er la forme 

(BB'^aAB^y-^CB^— 4AA0 (B'*— 4AA«)<d. 

Il suit de ]k que , pour qu'une 6uKace du fécond degré 
soit/enl6ii:iK(ééjâan9^ne$p^«e(fiiH^ il est tiéc^ssaîire et 11 
ipuifit quQ §on i^t^rsççtion , |),ar un plan perjj^endiculaire 
à un des plans coordonnés, soit toujours une courbe ier- 
tné^f quelle q^e soit la direction dii plan coupant : il est 
ahé de voir que ce caractère peut servir à détermikièr 
les surfaces finiéirâe tous les ôfrdxiefl. 

Cette propriété tient à'Qe que l'on peut trouver Fin- 
tersection d'uoe dfoite avec- une surface, sans combinei;' 
immédiat^ent l'équation de cette dernière avec celles 
des deux plans projetans ; car on parvient an même bîit . 
fn cherchant les points dans lesquels un desi pl^us pfcy- 
}etans .rencontre la courbe suivant laquelle l'autre a 
coupé la surface^ Il suiBt donc, pour que celle-ci sbit 
comprise dans uu espace finr, que la courl)e dont il s'agit 
soit toujours jermée, quelle que sOit la direction du 
plau. 



ue. peut être cei^^pri^i^ 4^fiâ jto «9p«ee >JB|iî ^ « nains: 
qu'on n'ait entre les ooefficiens de cette éqaaHôii'ilefl^ 
relfatiofus si^iyante^ ^ . . l^i. , -, ; m ...<r./.-' .^ .: .h: '■ 

Mais tiotis^ idljfeépvéhwts •qu'une iqùe^o'nqué 'dës'''lrbî'$- 
preinfk^es , prise' <kAiîôi*tèniéttt avec là dëniiënè , tx)m^: 
poFte'--les àfkct autres; • • ' ' - '•"' ^'•' ''-.• • 

P(>ut* pt^a4t^'Mè-Mée''flétt6^dè èèïq^ûe béè formules 
représentent 9 supposoi»^ que l'on fassj^^^ucoessi¥ement 

iétié VéquMbh ^énérMé é^MVfa^s KIu secdnid dê^fé;' 
Ottobtiéiidra; pat» ce moyen , trôî? ê<quat!î)ii'S Sussî"'dtt 
second degré/ qUi''ejiipar^eiidr6nt>tfs sécftibhs ^àikié 
dans la surfope pu*, lechtséiè plat|»"col>rdioAncs : les trois - 
ppepières des4¥mdî^îan^^A)^ig!iiiAeitt qùei oes sections , 
^ue nous noaçkVCLÇBO^s Aes^^nices de ûi Buafa^ej sont des 
courbes ferniées. Mais cela ne suffit pas pour que ]a sur^ 
face soit elle -même fermée ,' et il^ût ecicore cjue la qW- 

qullm ; cône .dix»jt|..qui<estr une sivrf{ic<? tod^finie ^rP^ut 
être placé, par rapport à l'oi^igine , de in^nifere >c|iti9r sç$ 
intersectipi^.par le§ trois, plans coordoniifés soient des 
ellipses. ' ' 

• On ¥ott/par les fornMiks'préèéd^tès ytj^é toutes les 
sùr^R^s dirsc^nd dogfé, q«it sébile ^na^ure à être com- 
primes dan» tm espace -^l'^'-rèlifetE^lfi^tiicëetsairement 
<iaus leuit équation les'OSMrréi^^^iral^ialileiijr,^^'; jt^ et /en 
' iiu effet 9 si unç d^ ces 'friables ^.^ pir çxemple , ne s'y 



3^4 nii soM&e» ' 

troutiôC qu^à ik peeDoiëre puluaiieei sai fateur €endt 
toujours réelle^ qi4ileque«Mlt celle des ai:<bpes; et, si^eile 
n'eutraît pas.di;i lout dans l'équation, ella serait ab6Qlu<- 
meiit arbitraire /en sorte que /dans l'un et l'autre cas , 
k svor&iee s'étendnit imléfiniment dans le ftens de cettef 
Tarialilel • • • • ' 

3 1 8. Considérons maintenant les diverse» partictdacrftjér 
du cours de, Q^ sur&pes ; mais.ppur les discoter aTec^os 
dé faci&fë , et distinguer plus nettement les propriétés 
qui les cara^éfiîent; cherchons li simplifier l'équation 
géniale} cooQçuo^ xmus ayonr fait 4ax\^ ^ ^^ ^ courbe» 
planer en qb«q[igeant cpoTi^nnUopiustii ksi cooiriimaém* 

519. Ne faisons d'abord que transporter l'origiiie* £a 
\ i^ommant; *• et y, le$ «ouveUes C/^r^fmni^p a» ai»»': 

En substituant ces valeurs, oi.peût^sposer des indé- 
terxai^ées # ^ ^ , y g de iQABÛsre.à ^e /disp^uraitre .k^ 
tjçrwje^.afiecté^ ika premièret p{|ifi«9xip^ de# variab^ 

*'; VA^et + B'y + B^^ + t''=o; ' / * 

1 . 

et, en représentant par L k jqiii^ntité ... , r 

Ay»+Ay+AV+Biey+B'«94-B'-ii844DH^/H-C'^^ 
qui be contient i)ue des quantités èoiiàtieis', k trans*' 
fbrmée devient , ' ' * 

Aa'HAy^+A^x'^+Bsy+B'iî'ic'+B'xy +L=:o. (3) 
Cette ^ui^t^on vroste k.mâA»e> quand w 7 change 

Sft.4oaQ.> p^rMl'K>vigMie de» o^iQrdPwià^s > «m mène. une 
ligne rdroite^^Mtl^équalionst M^ient de- k i^orme 
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les points où eOe rencontrera la surface auront ;Jieur8 
coordonnées ne^ectîyâbaènt ég^e« «t:-de signes con- 
traires : par coçi^ueilt >k portion de^'çette droite inter^ 
oeptée par la surfauDe se trouTera divisée en deux partie 
rc 




expression la signincation que nous lui ayons dominée 
dans les courbes «planes, n^ mB. • . 

Les équauons [2 V. qui déterminent la position de oe 
centre , étai^t linéaires^ elles donneront toujours pour 
4, ^. y, dés yaîeUi^s r&lles ; mais ïes coemûens A.'B.C. 
peuvent avoir entre eux des relations tdOies , que les va- 

la sttr£|ce si^a infiniment éloigné ; circonçt^ce analogue 
a celle que présente la parabole parmi les' sections co^ 
niques. , ■ 

Foui: savoir quand cela arrivera, il faut tirer .oes eqraa- 
tions [a) les valeurs de «, ^,y, ejt examiner ifes cas ou 
leur dénominateur peut devenir nul. Si 1 on calcule ce 
dénomijiaftqop paf^à-iiiétkod&i»EXbMireiLd'élii|Lination , 
on aura, ^en^ »Bé jfn Vnt/ à user» ^1- 7 <-(> > 'j. — ^f 

C'est la conditibki' tiédéssatr e ^lit'qiié lé'è^tî^^*aè îà 
surface soit infin^n^oi» éloign^^- • .^ ' . > 
( ; i^i cette ^uatioM estait 4atisfait#,jft <pi'ai^eùt en même 
temps j X ;, , _ ; .1,^^ 

c = o, cr=o, c =0, 

><5^. valçurs ^e ^, ^, y, «e* ^«^iftlj^u^iB^nî^iil C^ 
àîsé ^Çi w\t^^^jaix^r^/i^ 

tiens (a) serait comportée par les deux autres. Elles ne 
suffiraient don^'^plàs^pDar'^teiïmîne» 4esr trdis cpor^ , 
données tt^^^y i JP^ conséquent ,, il y aurait un^ infinité 
de centres tous 'situés sur une même ligne droite qui 
ferait FUfeer^etftion <(e ^dduii • ykââ» %ant-^6ttr 4§qtta«- 
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Dans t;è cas ,' la ^nrface est un cyTindre droit indéBnî . à 
base elîipfiqùé ou Kyperboliquë , comme nous le Terrons 
plus bas/étt'àiede'ce cylindrçést.lë lièi^ de tous les 
centres. . " . 

320. Fiai8ons4'aboc(I* abstraction. de ces cas part Lcu- 
liers /et côh$i4érdhs èh génëràT IeVsÀr£acifib'c[ui ont un 
ceiitre.', c'éJ^-a-clire, dont Péqûatlon peut être, misé soixs 

pour la sîniplîfier encore , cbangeons-j la direction de» 
coordonnées y en les baissant toujours rectAngulaîres^ et 







y=x''œsY4^yîiJo»iY''.r-f««^éo•Y^ -: ' 

ejb jftMr/s «^ <^ ^gualipns Les ^iy :. . ,,^ . 

ces* X 4- cos*T -f eê»^^ «5 * , 
' Mcés^X' 4- é^i*^ Y'+^8^ E^ » 1 , (A) 

cos*X''4-cos^Y''4-a»'Z"=i, , 

cos X cos X' + cos Ycos Y' + cos Z cos Z' == o^ 
cosX6»«TC'^^4-c^sT't»s"T'^4^céffZcosi"e=6, (TB) 

co^'X.66i^''X'''4-'cd$Y^^iT"4i.'t^^ '" 

■.•■•. . J> ..J>w . . . < ^»,{|H.< I I ' i ,<■ i \ • « . 
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DU 8P0QND OBrak. %7. 

iwmer les vi^Ieitrà des eoeffidcftis N, IÏ','N*'j et, en le» 
égalant à ^^ro'J on.ûwca les trois équattonA suivantes 

aA cosZ cos Z'+B (cosZcosT+cosYeosST) î 
+ 2A' coàY cosy '^B^v (cosZ CM X'+teoî£Sco6Z')> = o y 

2 A COS Z COS Z'+B (cos ZcosY^+cosYcosZ" ) y 
+aA'cosY cosYJ+B'^csosZcosX'-fcosXcosZ'' )[=:o(C). 

tf pA^.cosX^;x?^:^;(doiYco^^^ • ' 

, 2AcosZ'cosZ*-^3(cosZ'cQsY''+cosY'cosZ")l . 
+ 2 A'çôsY'cosY^ if. B'(cos Z'cosX^+cosX'cosZ") t= o ; 
+2A''cosX'cosX''4-B'XoosY'cos»'4^X*çosY''))^ 

On peut'^ an moyen' des neuf équations (A) (B) (C), 
<léterminer les neuf quantités d'où dépend la pdsitkvides 
trois axes ;^ et . en substituant leurs Taleur$ dans la ■ator- 
9^sée, elle ^e réduira à cette forme 4rè9 simj^Ie 

Maïs la pçissibilité de.Ia toansfonp9^i()?X.d^[iei^d de U 
réalité de. cfs ys^eur^. — ' , . . ' S -., 

Pour s'as^rcfr de.x^ttft^piKsibilitéy i| faut observer 
que les équations ^A) (B) (C) restât les mêmes, quand 
on y cttaÀge XYZ fëspectiTeirieht en' XYX , ou en 
X''Y"Z''^ Ges équ^tiibftli ^sOîît A)tïÇ'synfét<*îques par rap- 
port aux trois axes des nouvelles coordonnéesi.arfyifl'' : 
par conséquent ^il^ doit être possible dç lés décomposer 
en trps systèmes ^qùi^^^ns (A)XA^ iA'')}àoni cbacun 
ne renfertnçra qii^ ' les , jjiiantiteç rélatii^ a un de ' ce» 
axes. Ces trois systèmes devant être encore symétriques^ 
comme les:«qiiàlmis/(A)'(ïB>) (G) > ufiiSettl de èes sys^ 
tèmes pourra représenter les deux autres, et devra 
donner ^ôûr èHicuhé Jïes inconnues' trois valeurs qui 
appartiendront àti>c 'trois axes des x"yV'> 
• jPf^w i^J^flir lOBs !^iiajl^p|[)s élin^inées , mjujitipUons )a 



première deS''&[iiAti&nft (G) paréos» T*,'l«^bdooiideipar 
00s Y% et Jratflnéhot^ ) œs (jeu* p^ults Fma âe fHQ^!« , 

en faisai^t^ y pour plus>^. aimpUcîlé^ *; , \ , • 

« 

ïlviencir* ■ - '■ ' -.•.) J', :-a v. •.■ . . ■ 

' ' ,M (cos T cos Z* — ços èf Wï*) i ' ' ^ 
4-P(cosrcb*X'-cosi'iorfT*)'/*^ ^^^ 

(£ffectu6ils la même opération en multipliant par oos X" 
et cos %', et faisons '^ 

2 A' cos Y + B oos Z + B': oos X = N , , 
U'iriendra 

M C<»s X' cos Z* — oos y ««'X'^ ï 
4 N(<k)sTcoslr'— cosrcôsX*)/***^^ ' 

Traitant aËsoIumeiït de la même manière les deux pre- 
mières èinatiotus {W}'y en en" tirera léé deui suiTan^ ^ 
cos X (cos T cos X" — CM l'eus YO* J* ^ 
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-f 008 Z («»X' 00» Z' f^, onZ'iDOS X") > ■" 

' t * 

■ St Ton fait, pour plus de sîtaplicitêV. 

cosY' cos Z" — œs Z' cos if'' ==: ï, 
. ■ ■ cosY'cosX\— cosX'^cos'i■*=U, 
cos X cos Z^— cds ÎI cos X!* =^"V; 

lesqoatreiqBaitioBfpréoédéntetâeTiMidvimt . 

mt+:pu=o, 'mv-nu'=p, '„;, 

TcosZ + UcosX=o, VcpsZ^.lJpM.Y;::=^.Q. ^ 
Il ftiut observer que tes quatttîtéi^Tf , U , 'V, ^ Wifent 



dans oe» «xfr^ions , iottjli le& seqléft i^u Ixaitâeitt^t des 
aoûeuft ; en^ la« âmb^tit ^ Qu aura fes: ikux équaAiciDS 
suiya])4e$, qui ne jpen^Ueiwlraiit pla&que XïZ ^^ . • 

Mcosir— WcoiZr=o> McosX — Pcoà2=îo, 

• • « • 

^uî comporteijJ; la suivante 

«u , en développant ^ mettant pour MNP leurs râleurs , 

2 (A— A') cosYcos Z + B (cos* T — cos* Z) y^ 
+ B' cosYcosX— B'' cos X cos Z J— ® 5 

î^ (A-T-^O cosXfW Z + KC"»" X— 008* Z^ > , ,. 

4-Bco6X*o»Y— B'cû» YooaZ i -*'î ^*> 

a(A''-A')c(»TcosX-f'B''(cos»T-^cos»X)^ >_ 
4-B'cosZcobY— fioosXoosZ ' i^°'> 

h quoi il faudra joindre 

eos* X;4- /cea* Y •f-ai8*Zs=.i.* 

Ces équations éliminées suffisent pour détérininet* cos X, 
cos Y, ooaZ; et; comme iés-fôrmule^dbnt nous? sommes 
partis étaient symétrîi|ues par rapport an ^oi^ axes des 
nouvelles coordonnées^ on aura , par rapport à cliacun 
d'eux y trois équations. ^mUables • au]|: précédenftes^ en 
sorte qu'il suffit de résoudre Ces dernières. 
. Pouvjpjurveiiir^onfera * 

cos X =7» COS Z, C0sY=7lCÎ0S'Z^ 

on a alors \ , . 

et les quantités m, n, se trotiy€fnt ^déterminées par W 
équatioxLS 

2 (A— A')/i+B(7i*— i)+B'?îi/i — ff'OTsso, 
a (A— AO to+B'Cto» — i) + Bmn — Vn=o. 
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SI Von prend ê^n la première Ib^ valeur de m, qnî 
est am premier^isgré $ et qu'an la Bubstittie ààm la se-' 
conde , Id terme a^6té de tt^ disparait de lui-même ^ et 
il reste , pour détermi|ier n , une équation du troisième 
degré. C^e équation ayant au moins une racine réelle , 
il en résultera au moins une valeur réelle pour m , et 
par conséquent pour cliacunedes quantités cos X ^ cosT , 
cos Z : ces- vliifHQf yértfieront ks équationa (S) , et il 
y aura au moins un des axes cherchés qui sera réel. 

Supposons^ que l^on transforme les coordonnées de 
manière à prendre cet aie pour celui des 2, les deux 
autres axes élànt pris-, comme on voiidra , dans le plan 
perpéndlci4aire , et seulement de naanière à faire entre 
eux un angle droit : si après avoir effectué ces Ira^u^ 
formaU^ns* dans l'équation proposée ^ on lui applique 
ensuite les équations (5) , elles devront se trouver sati»* 
faites en faisant cos X=o, cos T'=:o^ oos Z =: 1. 
Cette supposition ^donnant B rso, B'^=0^ il s'ensuit 
que, si l'on effectuait réelleinent 4^^ transformation , 
les rectangles ^2 y x^, des nouvelles Qoqr^cM^nées « disr 
paraîtraient d'euxrmèmes , et l'équation -serait psçBo^exié^ 
a cette forme • 

'kz^ + ky + A'x^ + Vxy + h — ài ' 

> . . . ' . , ' '■ ' 

les cœfficiens AA^A"B''Létant tous d^s quantités réelles^ 
mais y lorsqu'on n'a plus qu'une équation de cette forme , 
où BetB' sont nuls, les deux premières des équations (5) 
scmt encore satisfaites en supposant cos Z =r o; ce qui 
donne des axes perpencBculaires-ii 1'^^ des 2. La posi- 
tion de ces nouvea:^ «ses est déterminée par la troi> 
sième de ces ^«jua^ofts, quidevie^t.A ./ ! .. ^ : 

2(A"— A') cos Y cos X + B" (cos* Y — cos' i')^ = o ^ 
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ou f comme on a sAqvs 
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' '" ■ a/À*'— A*j " ". ■ c . . 

Le dernier terme de cette équâtM|f|;^||^^. PiSF4?f ^^ 
«Rai à -^ 1 , les deux valeurs de tans X sont réelles, et 
les angles aizxqtiels^Ifes i^pcmdeurt 80tii X et ï + 90^ 
Les ii«tt^9Au%' «3ie% 4^ !^-^ ^ JV. d^t^raû^s .fiar Jb»s 
/é4|uatioiis^(5), savwt. dme i^crbi l'-aii^ A^ #>?9M) ?^ 
avait trouvé ^^hGvà^:^t mquel ik sonl p^c|>eiajtî(^i 
.lairesty es^ aussi jréel : oa raifça diÇmaaiiMî ;;bi^i& fftvies péd^ 
<et rectaiigolaires, dont le»^ff&t^ii^ satà^fej^ .f^W^éi^fih 
lions (A), (B) , (C) 5 js*est-à*-4ire .qu'en y rapportant 
l'équation généi^ie dés surfabes ^à second ordre , les 
trois #é€ftâ^ës âèé ooordeiifcièeS •dl^ftëUâéiit -ë^^ifki^ 
naèvms et tseWt éffokAtkiA. ' >* » 

rai aii«4M p&io* éba^Uë $«Sfr&idé| Il ^i^t^^t^ éâti^è 
les^ ùO^idtÀmê êë VéqtMÀém i)Épd^^è^és'4el^fis Mlé^ , 
•que quelqu'une déé é^f«ôi^s (|d> !%it éàtiiiÛie' d^êlHe^ 
méio^ ^^alors les ()uaQ triés j» et «1» içesleraiefft iadéterm î- 
nées, et. il 7 aurait une infinité de systèmes ^«reils k 
'Ceux ^ue noi^s considérons : cela arrixer^it^par^xempJç, 
siFoàâvaît' * " ' 

&i±A'2SÂ^ «=2t#; y=irÔ, **=:ô- 

•ce qui suppose 

Alors les Ifoi^ prem^res équations (5) seraient satts* 
laiteB â?ëlle»abétt0S y «t 41'Yiè rèètmi6t-^'à ^PefMipl^ 14d 
0ondkiaii8 rebthies^la ]^ff)ieadIci«liiritâH)l^>tiMé^ 
alors aldssi, de )qiie^|tt& mànii^e ^'€Ml «âflift^ 4«^rec^ 
ti^tt-dei coQi4m6i»^iefi'(ta(s lifeissmt toût€^â béetttn»* 
juliûh}»y'€è9niiie;kiié^iitttièii4{S) le ém^ifj^m^y^êti^^iÊt»* 
tr^illai^ fmaàw lès 4iB ^ Atfj^s^ides 'v^àà-iiMbfr) tfiMt^ ep 
fEdiL a6 



\ 




40S BSS fldlKFACS» 

qtt'il est facile de voir dicectemefit par les substitutions. 
Le cas que nous considérons ici est celui de la sphère, 
et la projaiété dont il s'agit a son analogue dans le cer- 
cle , ccHoame on Ta vu précédemment. 
Si'ron arait simplement 

]''\ A' = A% B = o, B' = o, B' = o, 

utic des équations (5) scwiît satisfaite d'elle-même-, mais 
•les dëu^auttes ne pourraient pas Vèbne, à moins qu'on 
n'eti* cos Zrao : il faudrait donc alors qu'un des trots 
allés, celui des *', par exemple j fût perpendiculaire à 
l'aie des z ; on aurait ensuite 

cos*Y + cos*X=i, 

.c'estri-dire qi^e les an^es X , Y, sont complément l'un 
de l'autre; ce qui est une suite de la condition précé- 
dente;, en yertu de laquelle Taxe dont il s'agit est situé 
•d^ns le pla^ dea asy. Mais, pour la détermination des 
.^utres.angles, il faut recourir îxamédiateaOQentauxfiqua'^ 
tigns.(Cj^jqiîi deviennent, dans ce cas, - 

Ik^côàZ cos'Z' + A' (cosT cosT+cosX cosXT) = o, 
A cos Z «0^ Z" -t- A' (cos Y cos Y* -f- cos X cos X") = o, 
fL COS Zf COS z* -f- A' (cos Y' cos Y' -f. cos X' cos X') == o. 

En les combinant avec les équations (B) , elles donnent 

(A — A')cosZ cosZ'=o, 
(A — A')cosZ cosZ^^zro, 
(A— A')cosZ'cosZ'' = o; 

et, si l'on n'a pas A=:= A', il faudra que deux des trots 
quantités -cos Z, cos Z% cos Z", séient nulles; ce^^ui 
met dtux des nouveaux axeadans le plan des xy» Gomme 
leur situation douane pbâu nesle indéterminée, il j aura 
^Be înfin^îtéde systèmes de eûtordonoé^s rectangulaires 
qui auront UMs le même axe A» &, et qui auront la pro- ' 
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pfîété de ne point introduire le rectangle des variaUes 
dans l'équptio^ proposée; «ussi Terrons- nous ^ par. la 
suite > que la surface représentée par cette équation est 
formée par la révolution d'une courbe du second degré 
autpur de Taxe des £« 

On arriverait à des résultats analogues^ si^iB, B^^B" 
étant nuls^ on supposait A=r A^ ou A=;:A'' ; ces cas se 
traiteraient comme 1^ précédent. 
: Si, dans les fonnuIesdeFapiide Si^^-on tentsupposlei* 
que Ton ait fait pcéalitUement disparaître les reotangleB 
des coordonnées 9 l'^uation que nous ayons n)Nniuée(D) 
ne pourra être satisfaite qu'autant qu'uii^ des quantités 
A> A^ h.' y sera mille. Si en outre on suppose les coefiS- 
cieiia G> C, Ç* ^ulay codoune nous l'aTon^r£àitii la £» 
même article, une de« trois taiâabks di^araitrafentière^ 
ment de l'équation delà Surface *, et comine cetliQ variable 
est alors rf)soluement înaétér minée , il s'ensuit que 
lasurUliioe est, ainsi^uenous^vonsaunoticé alors, un 
cylindre droit dont les génératrices soiit perpendicu- 
laires^à la base , laquelle esO une elitpse on une bTpérbëlé^ 
située dans un des plans cDordemés. Lé <^s de PIVjFpéi^M 
bole comprenant celui des deilt: lignes ^oités^^ le -plah 
se trouve, çomjjris parlai, ces cylindres. ... \ ,, 

D^s §W'façe^ du :9ççqnd qrdre rqppor^ée^^ d^ 

leurs axes. . . ^ .;. 

, 3!2!2^ Il rés^fatetdç Cft^ di^ussjo^ que, toutes les sui^ 
faces du second degré qui ont un centre, sont renfer- 
mées dans féquatîol» ; ' ^^ ''^ ' 

Jklai^ pn peul: aiini letf néanmiifiicœcMies^i^'ottl&pQÎM 
de ceMce^ ^w» imeLÎùmèAtlièèê siaqdeUBk ^0^; si 
Yq% cbMAge* daoid MéquatiaiKJ générale îii^ùièrettriM- des 
oQordffiitlééi'Sail» dépUqcv'tkto» wig^ 

26.. 



vaut toufDiirs riçcUitigulaires , <m pctarra tiîsposer îles m» 
dêtcEminées dépendantes d« cette dii^tk», de manière 
à faire cUspar jdû^^ ha rec^inf^lmyVy st?^\ %'y^ des n<m^ 
veUcs TariaUes; car on aura, pour cela ^ te^inémes oèti^ 
tli lions que dans les numéros précéd^M^ Bbr cette epé^* 
ralJbùy U {ropnt^ sera rbilieràt à là fo^ii)ii& 

Alorf9 flU'oQ tiraatfporie IforîgîiMi dercaonilèanéi» sans 
d^angc»* la direction des nmnwàÛEtaxs^/od ^alse ftv» 
^risup|iQfiaot 

, • ' ' ... 

tuÉtpobrrailîsposer des indétemainées^A, u^^h^^die matiiève 
à ikke diâparaid^ le terme to»l oonnu ; ce qui donnera 

sati$fj9PPnt 1^ cette oondiltoft y excepté dims le seol casion 
la,|^d!|p6pé4scir«îieUeiaiéme itnpdsail^e; Atmi^etti-aiip- 
pifîji^f#t )l9»«$ïael^s do«$'iioiBs ik'afepfn»: plus beéomi<bl 
ia^S£pj(î povir pJtvs de sinatplioîté;. • <•> ' 

toutes lès surfaces du second oi*are se trouvèroht com- 
prises dans l'équation ' ''* ; 

l'origine des coordonnées étant sur ivipg^|ji^4f Ia AWfi|$«f 
L'équation (a) ne détermine qu'une des coordonnées 
ii'^a" de la ifoavêllë^orlgfiiefon ^TÎt eii' conséquence 
diikspqfll«<dASidpu»tat«»f0« nakdbiacidei <so^ 

^ifAm^)É^''Wtiê QélAe sfidHilibB«2estiaffp]joaM&qu'fa 
(^Heftdfft ,^««fiMalfleiiidèHl>,jeiaBtsé[^ «nMfarep^Marf^duti» 



TDEdjB^ a <Ii$par4^ait de la valeur dé H, qui $b Ihédwirai^ 
alors à une quantité toute connue. ' • 

Cette,GiirconsUii2e nous fournit uu BAOjen iros^ainftple- 
de reconnaître daus l'équation (3) les smsfn^qiai n'oiilr 
yas de centre;» i^^j o^ suJrfiKfe^ ne pouvant m rame A«r à 
la forme de réquation ^x)x ^\ on essaie de détenniiier 
les arbitraires a cl, a" de mani^ à eé qiielé& praKièi*»»^ 
puissances dea troi^ i^riaUes, disparaissent en uxèm^ 
tempfk^ qudelqpes-.nnea de ces. quantités deyroni devenir 
ioCmes d^ii^ W çastdeaaurfacses dépourvues de centre :: 
or on aurait^ pour les déterminer, les équations 

2Ma + K = o, 2MV-fK' = o, aMV + K'rzro. 

11 faudrait donc qu'ane> au mains , des trois quantité^. 
MM'M'' fut nuUeji c^|e qni lui correspond parmi le» 
quantités KK'K' ne l'étant pas. Ainsi ^ quand nous vou- 
dronsrcofisidéirer dân^ l*équatîoti^3) te» sai^râcfes^pbnr-* 
vuea de centre, nons devrons supposer que 6A\é tèqna- 
tion a perdu quelque»*uii9 des termes <|ui ctiinliennent 
les carrés des variables; modHicatîoii âiialégttfe à ceRe* 
<|tt'affre la parabole daii» les sections coriî^aèls* • ' 

3ii3. L'équation générale' éta«»l ainsi rameifée, dans 
tous les cas ^ à sa forme la plus simple, esamî'nons phta.- 
particulièrement la nature des diverses^ sinrfaoss iqu^De 
représente, en commençaiit d'abord par celles qui ont 
un centre , et qui sont par conséquent comprises dans la 
formule »i; . .-- 

Cette équation , étant résolue par rapport à une quel- 
conque des trots variables x,y,«, donnerait pour elle deux 
valeurs égales et de signes contraires. 11 suit de là que 
chacun des plans coordonnés divise ces surfaces en deux. •' 
portions éga'es et syuiélriques. Les traces de 1î^ &»r!la(ce - 
suv SCS plans se nommeul *«c/ic>«.s7w//Ki/?a/^«>dtleft( 
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reeUngHlaîres.qai déterminetit oe sjsteme de coordon- 
nées s'appellent axes principaux* 

Si nous coupons la surface par des plans parallèles aux 
plans co<Hrdoiknés , ce qui reTient à supposer successhe- 
ment x^y^z, constantes ,Jes intersections, qui seront 
des courbes du second degré rapportées à leurs axes et 
au centre 9 détermineront la forme et le cours de la sur- 
£Roe« La n«iture de ces intersections dépendra éridon- 
ment des signes des coeffîciens MM'M" : or, en suppo- 
sant M positif f ce que nous ferons toujours i il peut arri- 
Ter qu'on ait 

^ « M' et AT positifs, 

II* 

M! positif, M*^ négatif, 
M' négatif. M* positif, 
M' et M* négatifs. 

Les trots derniers cas donneront toujours deux ooeffi-. 
ciens de même signe, le troisième ^tant de signe diffie*-- 
rent : ils rentreront par conséquent les uns dans les 
autres , et conduiront aux mêmes résultais, en changeant 
convenablement.les variables les unes dans les autres. Il • 
sulËra par conséquent de oOnsidéBer séparément le pre- 
mier ciks et le derniei*. 
3f^i, M,M^,M'', étant posilifs^si l'on fait suocessiyement 

' < . •• 

^yfi,y, étant des constantes, les intersections de ces plans 
aTcc les surfaces auront pour équations 

Mz* +My + MV+L = o, 
Uz^ + MV -H M'/8*4. L = G, 
Wy + MV + My* + L = o. 

Toutes ces intersections seront alors des ellipses qui au- 
ront leurs ceutres sur les axes des Xyy,z, Les traces de la 
surface s'obtiendront en faisant tt.=^Oy fizzzo, y^^^o, 
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' et elles auront pour équations ' 

Ma« +M'j^ +1 = 0, 

My4-MV + L==o. 

Si L est positif, toutes les intersections parallèles anx 
plans coordonnés seront imaginaires, ainsi que la sur- 
face^ si L est nul, elles se réduiront à un seul point , qui 
sera Porigine des coordonnées; enfin si L est négatif et 
^al à — L', elles seront réelles tant que les quantités 

seront n^atives; elles se réduiront chacune à un point;' 
quand ces quantités deviendront nuUes, et devienébont 
imaginaires, de même que la surface, au-delà de cette li«^ 
mîfe. Ainsi, dans le cas que nous considérons, la surface 
est fermée. La nature decQs intersections lui a fait donner 
le nom S ellipsoïde, , 

La construction/ dé cette surface se déduit aisément' 
des considérations précédentes (fig. laS). En effet, BC,' 
CD, DB, représentant ses jUrpis. seflioiis principales, la 
section BD', faite par un plan B'PD' parallèle à celui 
des xz , sera une ellipse qui aura son t^entre^ au- poiat P ^'• 
et dont les axes seront les ordonnées PB'^ PD' menées* 
par ce point aux deux sections principales situées^don» 
les plans dés ooz études xy. Pour chaque point M pris 
sur la droite PD'> Fordonnée M'M de Fèllipse B'K'seraj 
celle de la surface. Ifous n'avons représenté dans la figure 
~ que la portion qui est renfermée dans l'angle trièdre des 
coordonnées positives. • i) . ^ 

En faisant j^==o et z=:o, dans l'équation de cet- 
ellipsoïde n® 323, la valeur de ar représente l'aliscîssc< 
AC des points où l'axe des x rencontre la surface : on 
trouve ainsi. 

, . .... ■. yiiî7 ',. • ' \. 
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Cette double valeur indîc|iie ikmx pMnto d^interaBctio». 
situés de part et cTaiiyre^ Q^, ^, des dU^nces égales de- 
rorigtne des coo^rdoonéeè- (kk troujre^a de même, eik 
faisant successivemiuit^=^o çt ff^9 i ff^^ x=o et 2^o> 

K^ ^ublç de c^ Taleurs ^Drme ce qti'on appçlle les a^ics^ 
de ]^ svyrface : en yoît qu^îls ne sont réels, ^ue si L est 
négatif. i 

L'équation de FellîpséïdQ pÂ;nd une forme très élé- 
g9»fa^ Iqr^n'm y JatrfidrtH. eas axea.. Si Pon rejn-éacmle ' 

fmAn^ à» h mqUié ^ l«iir<$ too gu ewga» rcopefiiven 

eji;, Çp^jjrapt de ces^ rapports IçÉ^^aJeur? de WIM'M'^ 

oipaI6ftso«t^de&eVî^fiW^«Kllkl«A(llf«flmtcÀ«^ 4«t G 

3t^l* Fre9on% l6%.]âa«(»< ^^nA pc^ip^ic^nir^ au 
flmdûs«:¥> C|^ p^^santiçaff r«3»4i»^»lBwé«|i!iî^iQn sera 

•s ' I ( 

OU, en adoptant pour coordonnée^ (fig^ 1313)^ Vjamgle 
JKACijJ l^^ TO^W AN ,<ji^e paus repr^nteran& respeeti- 

j,, u bt != r ces ^, ' ^taa^s»»^. 

Substituant ces Taleûifsjdkns l'équation de la surface , on 
aura celle de l'iuters^^tio^rttpporlée aux coordonnées 
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ret^iquisèra ** * 

Ma» + r* (M' sin» # + M* ços'^ ^) + L = o. 

£Up repréfii^jate eagânéral des ellipse» dtffércfnleè , sui-^ 
\î^nt liç& différwti^i yal^ura de ^ .Maïs, si M' ne M* > 
les axes AC4 AP»^Uuéfl dans le plan des jry, deviennent 
égau^, i'm^gle ^ 4î$paraH> el l'on a sîni^aiait 

foutes les section^ faites dans la surfa^çe par des plans 
menés par Taxe de^z^ sont donc alors ég^4 satire elles 
et aux deux prei):iîër^s sections principales ' la troîsiàine 
devient une circonférence de cercle^ et il çu çst de 
même de toutes fes intersections parallèles au plan 
des xy : la surfacç est donc alors formée par 1^ révolu-' 
tion de rellipse BC ou BIJ autour de l'axe de^ z^ Om voit ^ 
par ce procédé', (]u'en eépéral ^ pour C|u.'une surf^tce 4oit 
de révolution autour dé l'axe des z , il faut que x et y 
entrent dans son éqtetk)»; denhanière que z n'y $oit 
fonction que de r ou de x* -f- J^*. ^ 

La supposition de M =; M' ou de M = M" donnerait 
des ellipsoïdes de révolution autour des autres axes» 
Enfin , si M = M,' = M", lea trois, axes A ^ B , C sont 
égaux; l'équation de la surface deviei^t > 

Elle est albrs de révolution par rapport aux trois axes s 
on reconnaît aisément la sphère à cette propriété. 

326. Géw^alçaxent , à «nesure, que le» qi*antité^ 
M, M', M% diminuent^ L restant le menait ^^ a^esqui 
leur correspondent augmentent , et l'ellipsoïde s'étend 
davantage (flg. 128). Enfin ;j, si iine d'elles. M" par exem- 
ple, devient nuTle, les deux autres restant finies et po- 
sitives, l'axe oorrespondaut , qui est ici AC , devient 
infiai j aJk>r&reU)p$Q^ se ^U^p§e «n u» cy^iadte dont 



». 
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Faxo i»e eoufond avec celui des x^et dontPéqaatioa est 

La bfl^se de oe cjlîndre estPellîpse BD située dans le plan 
des zy , et la coordoniiée x devient arbitraire ; c'est pour- 
quoi ello disparaît de Féquation de la surface. 

On voit de nouveau , par cet ei^emple , qu'en général 
une équation qui ne renferme que deux des trois va- 
riables x, y, z, représente un cylindre lorsqu'elle est 
prise dans toute sa gépéralité. Cest ainsi que l'équation 
fPun plan perpendiculaire h un des plans coordonnés se 
réduit k Féquation de sa trace sur oe plan. 

SI aiix suppositions précédentes on ajoute que M=M% 
Peillpse BD devient une circonférence de cercle; et l'on 
a alors le cylindre droit à base circulaire , tel qu'on le 
considère datis Tes clémeus de Géométrie. 

Enfin 7 si AT est nul, l'équation se réduit à 

ce qui donne 

^V M ' 

elle représente alors deux plans, parallèles au plan des jcy, 
cl situés de part et d'autre de oe plan , à la distance AB. 
327. 0>nsîdérons maintenant le cas où M' et M" sont 
iié^tifs, M étant positif. Dans ce cas, l'équation de la 

aoriace est ^ 

M&* — M'y* — M' x*+ L = o ; 

et les intersections parallèles aux plans coordonnes ont i 
pour équations 

^ Ml* — My — Wci^H' L =. o, 
Mi* _MV — M'iô» +Li=.0j 
M'y + M V — My* — L = o. 

liesdeux premières sont des byparboïes, les dernière^i 
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ou msmo omiis. 4i t 

aoBA dm.ii^f09$ : on a alors pour le9 trik^es d^ la sud^se 

My+M'a:»— L = o. 

Les intersections parallèles aux plans âes xz et des ^z 
sont toujours réelles.: il n'en est pas de même des in^- 
sections parallèles au plan des xy ; elles 4:1e péuTênt être 
toujours réelles que lorsque L est une quantité positi?e : 
si li est négatif et égal à — U, elles seront imaginaires 
pour toutes les Taleurs de y, qui rendront ^a quantité 
IZ—My* positive j quand cette quantité sera nulle ^ elles 
se réduiront à un point, et au-delà elles sercmt toujours 
réelles. Ainsi, dans ces deux^dernier^.ca^, la surface s'é- 
tend indéfiniment dans tous les sens; mais sa forme 
n'est pas la même. • 

Lorsque L est positif (fig. i5o) ; les deux strions prin-^ 
cîpales, qui sont des hyperbcdes^ ont pour secetad axe 
l'axe des z : elles sont donc placées comme le représente 
la figure : alors tous les plans parallèles k celui des o^ 
rencontrent la surface suiyant| des ellipses. 

En cherchant, comme dans l'article 5^4, les inter^ 
sections de cette surface par les lignes des xyz , on trou- 
vera les trois axes, dont les deux premiers seront réels ^ 
et le troisième imaginaire : si on les représente respec- 
tivement par Afifi i/— 1 , et qu'on introduise ces va- 
leurs dans l'équation de la surfoce , elle prend la forme 
suivante 

A*B«2*— A»C^*— B»Ox»+ A»B*0 == o. 

Lorsque L est négatif au contraire, les hyperboles 
résultantes des sections principales ont pour premier 
axe l'axe des z , elles sont donc placées comme le repré- 
sente la fig. i3i : alors la surface est iiûaginaire entre 
B et F; par conséquent, les pl^s parallèles au plan 
des :py ne la rencontrent point dans cet intervalle, au- 
delà duquel ils donnent constamment des ellipses. 



DwM ce CAS, SI l'on cherche te^triiU «&!»»' <Ie la sttr^ 
faoe> rdalimement an xy« , oa tMivwra l<4iemier réel ^ 
«t les deux autres^ imaynaig^ Ea 1^ représentant res- 

p3Ctifenient par A|/— i , BV^— i , et C^Tàjuation de 
la surface dépendra 

A*BV— A»C'>^ — B«C*a5»— A*BK3« « o. . 

On voit maintenant en quoi diffèrent ces deux sur- 
faces que Ton nomme hyperbolôides^ 

Lorsque M^ = M*, on a A = B; elles deviennent 
toutes (deux de révolution autour de Taxe des a. 

Si M^ devient nul , L ne l'étant pak, Paxe AC de¥lent 
infmi y et Péquation se réântt à 

Ette rejHréaettte alor» ua cylindre perpendicalaîre a^ 
plan de» sy» et dent la baaeton la $ectîo»p«r ceplan, eA * 
une hyperbole La attvalbn de. celte bâte, et par coBsé* 
^«eot celle du cytindre^ dépend du signe ée L. 

A niesure que L pcoUifou négatif diminue, Tinter - 
i^Ue BB' (% i3i) et TeUkpse CSSU (fig. i3o> se res- 
serrent; enSn^ quand L eçi.nuly les. points B et B^ se 
confondent^ et l'eUipse CDiy se réduit à un point cfui 
est l'origine, méuie des ooordoBuéot. Les hyperbole» 
données pai: le§ pia^iA des xa et des yn deiriennant de& 
droites , et W bjpevboloïdea set rédjuMeoJt tous deu:& à un 
cône qui ressemble au cône droit des élémens de Géo- 
métrie , à cela pvès que sa base .est une ellipse; son centre 
est a l'origine des coordonnées : .dan& ce cas, on a 
Féquatîen 

M:5»— My--M'V=wo, 

Les aectiona de* la surfarce par de» plans parallèles aux 
plaus des xz. ou des^x., ^nt eoeoreideft hyperboles qui 
o^i leur centre aur l'axe des y ou sur F axe des a:. On 
pourrait donc iOQficevoIr encore ce cène couitt|e ayant 
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pav hm rim hjfeiimlb éiiUsAo dan» uli f»m farrflèle 
ài^ackls d^K firàc6déM; .etdbi» libérait ««gendre |Mrr 

jours par l'origine des coordonnées, et far des feiiAs 
iii,iïér^m 40tiimmhytevb(ih^ e^ iKd, <^ cône se 

ç<Mfii^9ï^ en^/^toanfe )e« fbum eoupecMf ^k»^ l'ue ttes s r 
alors ils auront pour équation 

ce <Jui donne ^ 

ar = rcoSjÇ>> j' = rsin(p. 

Ces valeurs, substituais iUas Féquation des hyperbo- 
loïdes, donuCTont pour Péquatiou da l'ipteKsopt^ai) 

q«{ appartient tn g^ttëtàikVhyptrUîe, màî^ quî, d^ns 
teeasaiiI.^o,Teiin&èitte deux lîgnes droites menà^ 
paffrPorîgiïfe;r Ce tptî est te caractère des surface» co- 
Ii4ïiiëd/pttîî^fe'è11es sont engendrées par le mouvement 
d'Wfe, di^é «àSiljëftife K loucher toujours une courra 
donnée, et à i^^êct Wujbiiwpar untïiMe point Ici les 
évtàim «STifespdtidatffees à m tnéme pian eo^mant font 
dittW|iigte6.^nx ateifr fîaîerfcs a^ ce-bûi lient hie aue 
Taxe du cône passe par lé centre4e rellîpse quî lui sert 
de base, et est i^exfm^uhSt^ti, plan tju} la contient 

Tapt^ge W etM".sant diflKretit«i,Vitiifi;dërjwitr«, 
les droites donnée^ par réqit^tiotjL 

font des angles dîfférelts avec Taxe des 'z suivant les va- 
leursdefiî*wîi^!o^ttéir=r-ÎWP',ona * * 
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Ifao^ iiarêttiiti et toota ks gÉMratrioéfr font des 
angles égftfem a?eeFaxeâei z : aimi, dans oé^ea», la sur- 
face ^levieiit un cane dfoit à hase cireulaise , a^ant pour 
axe Taxe des. ^>. 

338. Le cdne qae hooa venons de ooMMérer est^ pi» 
rapport aqji hypèrlwloïdes , oc que sont leift- 'asjnnptotea 
de Thyperbole par rapport à cette courbe. En effet, m 
Ton représente par z> ft% les coordonnées respectives de 
ces deux surfaces pour les mêmes valeurs de x et de jr , 
on aura 

I ce qui donne 

La différence 'entre ces ordonnées, supposées de hiéme 
signe,. sera positive ou négative suivant le'stgne de L: 
par conséquent , le cône sera intérieur à rkjperboloïdey 
si L cfst positif ; extérieur, si L est négati£ Cette diffié- 
:^ence sera d'autant plus petite, que Ie& valeurs des 
coordonnées z' et z seront plusgrandes : idnsl le cône ap- 
procliera toujours de plus en plus de chacun ,4i9s hyper'- 
lx>loïdes,sans.pouvôir jamais les atteindre. % , 

339. Les hyperboloïdes ont encore plusieurs propriélés 
remarquables qui les rapprçcheiit den aurfiiQBis.oc^nûpiea. 
Si Fon considëreles hjperboles 

Ma»— My~M'«*4^ï/Cco, '^ ' 

qui sont données par les plans coupans perpeiidiculaires. 
à l'axe des X, on voit qu'en supposant L positif (fig. i3o) , 
elles auront lei^r second axe parall^te)aux-2, Uit que 

sera une quantité positive, ce qui arrivera quand le plan' 
coupant passera entre le centre etle point G ; elles se ré- 
duiront à des lignes droites, quànd'cette quantité sera 



nulle; ce qwî arriver» à FeAtrémîté cl<^ Fatè AC; enfin, 
pour des diMances plus grandes* dn centrai elles auront 
leur premier axe parallèle à celui des 2. On peut suivre 
. la niéme marche sur les hyperboles parallèles aux plans 
desxz, et on trouvera également que le plan mené à ^ 
l'extrémité de J'axe AD, perpendiculairement à Faxe 
.des J'y rencontre Imissi la surface suivant deux lignes 
droites. Ceci est^Mn cas particulier d*une propriété plu» 
générale que nous dévdoppei^otis par la suite. 
55o* Reprenons maintenant Fcquation générale 

Pour en déduire les surfaces dépourvues de centre , il 
faudra (page 4o5) supposer quelqu'un des trois coeJQt- 
ciens M , M', M", égal à zéro : ces coeiTiciensne jpeuvent 
.cependant pasiélre tous supposés nuls à la fois, car 
.alors là surface ûe, s^ait plus qw^jin plan. Il y aur» 
donc en tout deux cas à examiner, suivant qu'une seule 
cru deux d'entre les quantités M , M', M", seront nulles. 
Nous allons discuter ces deux cas , en supposant que le 
terme Mz^ reste dans l'équation , le coefficient M étant 
positif. Il suffira de changer, conv^oaUement les va- 
riables xya les unes dans les autres , pour en déduire lisa 
résultats qui auraient lieu , si M était égal à a^éra 

Supposons d'abord M" nul^ M' ne L'étant point: alors j 
d'après ce qui a été dit dans l'article 5fiî>. on pourra 
transporter Ids coordonnées paraUèlemeatàeHes-mémes, 
de manière à rendre H et H' nuls. L'équation ^a donc 
réduite à la forme 

Mzi*+My4-H"ar = o. 

Les sections parallèles aux plans des j'a, des xz, et de» 
xy, seront 

Ma* -h M'y» + H'' efc == a, 
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Les ûeux dernières» qui M^réacntait An pareib&ieà, 
seront toujours réelles , ks «nlres aenmt 4eâ eiKpSMs t>a 
des hyperboles^selan que M éi M' jktobI d^méMU flijgffie 
ou cle signe contraire»,' lies seoCionê yi fl gtyUi éê'hi fttfr- 
face auront pour équations 

.M«'+Mysitto, M2i*-f-fl'4:=o^ Wry*^îï'':c=o; 

et^ suivant le signe de Mfj U fronièné a» cèSuin j^- «m 
poitit, ou représentera 4eiuL ligoos «dvMtesk 

Supposons d'aix>rd M' positif^ «ifisi ^pte M» L» sec- 
tions parallèles au plan des j^s ne seront réelles qu'au- 
tant que H^ êi A sdrontde signe ootitràlre* La tarf^ ne 
s'étendra donc que d'uii seul côté ^ '|^aii des jzfy 
toir^ du côté positif, si H' est a^atif ; de l'oiftr^ ^,s' 
positif: cette dernière disposition aÀt.l«^réienlé« dan» 
la figure i32^ on y reconnaît aiscpiieif&l'as^rpmAr^ela 
fig. I2S, dont deux sections ^^rimipaie» sont dtiveMMB 
des paraboles. 

Prenons maintenant |I' IMtocfctf pVé^aatâoi^ de la sioh- 
fade devient 

^t les leelioiis priweiptttes «M'eut 

€elles (|ui sc^nt paraboliques «aront h^t^ htnttéies diri- 
gées en sens oontiram^ et letit ^itiitiéft à Porîgine des 
coorâonxié$aC% 33^)* En géfiéf âl^ les âebtrônls parallèles 
au plan des^^seiviiAt As»H5^t^terBBTEP',dbc*', quî 
auront leur centre dans l'axe des x ; nml^ dSiYi (55té de ce 
plan , elles auront leur poremîer axé-BÀ parallèle aux z , 
et de l'autre, elles auront le premier axe Ce parallèla 
aux y. Ces ^h^^tiotts différentes se réunissent dans le 
plan des^s , ou les sections hyperbolîqjues se réduisent 
à deux lignes droites AL, AL', coîhmeie représente la 
figure 133 , où 1\>b a supposé H* positif. £0 général, il 
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tÉst aisé 'de Mnr que le signé de H'' n'itiflue'poiût surl^ 
ferme de. la surface , mais seulement sur sa position par 
rapport aux plans coordonnés. ILest remarquaMé que 
les hyperboles représentées par lès :équation$ - • 

et qui sont par ^nséq^eoft^ les* projections sur- kf plan' 
des yà^ dek interseettoua parallèles^ à ce plan^ t)tit?^i^ 
asymptotes parallèlo^ttttxirgnes droites AL, AU iàén^ 
Yé^votàitm -est ' -.'. , . :..v ■•«. - 

«tqul^^t; lëâ mttfrsectîons'dupflai) des^ aTeëlâimr'-' 
fttoei Â^si les plans iiiietiés par cei d)foi1âes et J)ar'Paier 
âé^ ir éo^^étidi^onl tdiité la sàrfsicè dans Ibs angles diè^' 
dres qu'ils forment de part et d'autre du pl^n.jd^ c^jj^^ 
et ils s'en approcheronf sans cesse sans pouvoir l'ai- 
tëitidrê,' Les' surfaces ^ue nous venons dé disdutier se 
tkfymmênX pàrabolùides, ^ ' . >: i » ^ 

• 33 1 . Il nous reste' maintenant à examiner le câiJ où" 
M' et M" seraient nuls à la fois; alors Té^tiaitm (ny 
devient -* '"' '" '••■ ' 

On ne peut , par le simple deplaceîâent de l'brïgmç, faire? 
disparaître que le terme Hzp ce oui raniène l'équàïîoh à 
cette forme , ^ \' / 

Les Iràces de la surface sur les plans des y^\, des x^" et 
des:jçy,ontp<)iyçquatiop^ , . . /.. ^ , 

les équations d^ se<^ipns p^rallèl^ à ces plans seront' 
en général :::!,.*... '^ 

Mz^+lVy^WM = o, 

Mz» -f 'H"jr + ÏT/S = à, 

■''■*.'' î\y +ii"x +-J\Vr:=î c. :•;/ r/i: •■ t 

f Edit. . -a; 
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I^s de^x.pr^mièries ffe]paâèatolcmt des paraboles éffies et 
pfMPaUele» aa:(^QCi;i(nift principale» qui lesar oorresptm- 
tient : leur» tfomm^, iitués 4âiu le jdan des xfj 9Wt 
placés sur la ligne droite. 

sMit!»nt:laiijp4dUtitle p)iiQidef Jgjf rencontrek^acâM». On 
i^it 9 de p)«i9., qm Iês< ae^^ims.xttralMM du piati dn a:y 
OH^t des lîgnel droîtesrrparallcfeB entré éDsÀ ^ et à la trace 
de la surface sur ce même plan. Il est aisé dereooiteaitTCr 
à ces caractères que*lA sùtiîi^ dont il s'agît est un cy- 
Uft^e paç5^boliquç .d<çi|it lesr^ér^iMQel «otili ji9Hr4U^d«» 
a^ji|an d^si vyix}!^ ]^9}eçti^t» 4fi oçsl^éaérôjbfiiw» *»« 
ce; plan faisant avçc. Paze 4^8 xun angle q^i a^ pQur 

JSif 

ta'ngèiàte ' ' tHgonométrique^ -« ^ . 

I>'appè$ ce que nous avoiis dit sur la nature êe^$ùx^ 
faces cylindriques , il est clair que , si bQUs transfcnroHms 
i{^ coordonnées d^ tjigim^pes.à- prendra un àe^Bxes pa- 
rallèles aux génér^triocjs , une des' trois variables, x > y , js ,. 
disparaîtra d*elle-méme. Pour cela y il faudra consètT^r 
l'axe des z y et changer seulement ceux des^o: et des j^, 
«n Içs laissant rectangulaires, ce qui se fera à l'aide des 
Ibrniules 

X = x'-cos * ^-^ y' sîn «, 
y^izxf 6in « -f. y^oos Up 

En effet, en substituant ces valeurs dans l'équation de la 
surface , elle devient 

M2*-f<H'oos«— H'sîn«) /+j:H'sin*+ H^cos*)* =o. 
La varificble o:^ disparaîtra en faisant 

H'sin* + H"c(^«='o; 
ce qui donne 

tang*=:— -g^. 
Le nouvel axe des x devient ainsi parallèle à la généra- 
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«t Viffootion tpansft>riàée de la surface détient 

V „.. + (5:M:|.~te2;y = . 

33a. En coupant les s^rface&tlu second degré parâen 
plflli»^ dU^i;seine^t Jnc^^> il^; injterseiAtdns s<^ des 
^o^rl^es.du j^c^^d .qt^i^ \ on pcsuit^ aJttéméiift rèedi|iiaftrê 
leur nature , en les rapportant à des coordonnées prises 
dans le plan coupant lui-même. 

Pour cela^ reprenons les formules 

qui serrent génèrAlemc^ à î» trdnsfhrhïàtibn àiis ècki»^ 
données en trois dimensions. Si l'on substitue èès ya- 
leurs dansVéqjifation d?une surface , cette Vnrfâce se trou- 
yçra;;iaa?ipQ?Jtée fus, a^^ff \,éi yi^wtptojx^ec son intersec^ 
^on^fir^;un^p}9fi:dM»é»;il^ suffira, de oondiiner*fsoii 
équâf^^n^ avec ptS^ 4^ oe. fl^iu Or-, ea} le»> oocrdonsnées 
^ly si^ntcprin^ da»9 le pl^.ooùpi^t lui-^n^émè, la 
tr^Hviff^ P^QIfàffMàei %\ liii : fixera perpéndidûaire^' et 
réquationde.cp|Jan s^ais/ =:o. Ajnsi^ ^pour trourer l'é"- 
xiuation de son iptersection. aTec,Ia,sur£ace, il suffirade 
faire / nul daii^ cette dernière, après l'avoir transformée» 
Ou y ce qui reyient au même , il suffira d'y substituer 

pour xyz les valeurs suivantes 

t ' ■ ■ ■ ■ . ">• -, - . . '.* . 

X'=/i»ar+my, yznnx +ny y .^-px-f-py y 

que ron.obtient en sup^sant z' nul. 

Il ne reste plus qu'^à déterminer lescoefficiens niym y 
Hj 71 y PjP', d'ap^ës la position des axes dans le plan cou'^ 
pant.-PKMir^pkis de ^sâskplicité , nous supposeroiis que 
Jkf^rif<?^^.!Ç<ffl»?l4ef.?»r U AX^ (fig. 134), qui 

représeBtc.j]ii^|4<m4p.ce'Blattfty(?G celui des ti^y, et npus 

^ t. ' * 
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prendrons pour axe des y' ute drôHc jkT' menée dm$ 
le pkn perpendiculatrebient à"eelte trace : alors, si 
nous commençons par considérer les fiQÎiits sitvéâ sa» 
l'axe AX' , pour lequel y' est nul , les valeurs de xya 
deviendront . - . 

« 

ài^ax^ AX^ étaAt^itnédatirs'le plan des xy , si Fon nomme 
, ^. Tangle X' AX y on aura pt>ur les points situés sur cet 

tkJMi . ... 

a: = x' cos^ , .y =c-a:' sin,^ ^ is =:ow' 

. f .::■•-..-■.■•-•' ' • 

et par conséquent 

J^4?JfttiTç«i/e^à,rjîgfe.d€py i <Mjà wi»* .a'sso, «'.= o., 

-Soit M un quelconque des^poinb qui y sont situés. Si 
iFoo^^mëne MM'., M'F , respè«tl¥emèiit parallèles *aûi 
jMes des i>0t.kles.y, MM^^ra'i!î,'FM'',^ — y;' AP', 'x\ 
iéiJiM , y^y Tatogle MAM^^senà celui queÊiitie plan 
:fdonffé«fYcd celui des jey : ieik le nommant é , Otf àl^a *' 
- . .iv 36ir=y sitr*, • ' • AM'- i=f / cos â ; ■- • » • ^ 
• • ■• jfr=='--AM'cosf =r— y'WÔ*cos4), ': ' .'•* 
♦ \r= AM'sin-^^=y côsfsîn^;' ■ ' - 

ce qui donne 
m' == cbs 8 sin ^, , n'^. — cos ô cos ^ , ./>'== sin 6 ; 



et , en réunissant ces deux valeurs, on eix tire généra- 
lement , pour tous les autres points du plan X'AY', * 

' . ^ = x' cosç>,Tf-y.cosô siaip, ,\. , \ . 

. ^ ji^^ijsa;' sin^):— y C03;Ô CQs,tj)>; • .4î=i?y siolô»':^ 

Ces-fbhiiules' serviront à remporter hffi^i^jhlW d^tin^ptaYi 
à-dtes axes rectangulaires qui y seréHÈi^iBÎéués.'- ' i 
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. ' 333. Jusqu'ici nous n'avans changé que la direction: 
des axes : si Ton roulait aussi déplacer Forigine, îl suf- 
fîparit d'ajouter aux expressions précédentes les coordon- 
nées a ,h , c yàe Torigine nouvelle ( n® 97 ). On aura' 
ainsi pour xyz ces valeurs générales 

x =0 + x' cos^ + j^'cosfl sinip-,' ■ * 

j^ = 6 + or'.sin ^ — y' cos ^ cos ç, 
z t=; c^-^'.sin 



/ 



dans lesquelles a,b ,c , représentent les anciennes coor- 
données ^,y, 2, d'un point quelconque pris dans le plans 
coupant. Ce plan se trouve aussi déterminé par les trois 
conditions , de passer par ce point , de faire avec le plan 
des xy un angle ô , et de couper ce même plan suivant 
«»e ligue droite qui fasse un angle ^ avec Paxe (les jù. 
* ^4« En substituant ces valeurs dans réqtiàtion* gé- 
nérale • 






qui comprend, toutes les surfaceô du second ordre, oit 
aura Péquatioh dé l'intersection qui sera évidemment' 
du secoml degré en tp,j''', et Pbn pourra reconnaître sa 
nature d'après les méthodes* que nous avons données. 

On pourra même'dispoiser des indéterminées, desquelles 
dépend la positiG^du plan ^ coupant, pour obtenir les. 
diverses intersections qui seront compatibles avec la 
nature de la surface : si , par exemple , on demande 
que l'intersection soit une cii'conférence *de cercle j 11 
suffira , pour cela , que les coefficiens dey^'^ eix'^ soient 
égaux et de même signej celiâ des^ j'' étapt nul. Or l'ou 
verra aisément, par la suhstilution effective, que ces con- 
ditions donnent les deux équations suivante» - ! ^ ■ i • ■ ) 

M&in*fl+M'cos'*6cos=<p -f M"côs'^5.Î3a''4>;^M>in*<Ç-T^l''œ^^^ =0 , (2t> 

iih cp cos ^ cos d = o , {3} 



r\ 



4da DEi avBSAoa 

lesquelles doivent servk. à déteriaiiiar l^:«^ii^glel. 6 el ^. 
La seconde est satisfaite en supl^os^nt tio^ & ?= Q î^ ce 
qui donne sin â =^ i, et d ;=;:90'' :^ cette ▼«tear, uHtii^ 
tuée dans la première , donne 

M — M' sin*^— M'co8»^=o; 
d'où Ton tire 






Alors le plan coupant est perpendiculaire au plan des 
xy : cette valeur de tang ç n'est réelle qu'autant que Im 
quantité 

M — M' 

est positive. Ainsi , dans ce cas seulement , la UupfK^ltiw» 
cos ô =5 o est admissible. Cela n'a pas lieu/pat èxend^e^ 
quand M' = M". Alors, en effet-, la surface est de révo- 
lution autour d'un axe parallèle à l'œie des * , comme 
on peut «sèment le voir en transportant les cowdonnée» 
ic et j^ paraUèlwnent à elleft-mêmes , et. ildevirat imposr- 
aible de la couper suivant un cerpfce pfp nn pU» pa^aU 
lèle à cet axe,àmoins qu'on n'ait aussiM^MT^M''^ 
ce qui esît le cas^ de la sphère. ^ • 

L'équation (3) est enoa»e satisfaite eix faisant 

. .smi^ = o» om' cos^fiteo 

La première supposition donne ïe plan coupant perpen- 
tUculaire au plan des yz-^ la seconde le rend p^rjwn-» 
diculaire à cdui des xL X)ans le premier cas, on aur^ 

(Jans le secotid , 
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Chucmie de ces valeurs de 4 iie.seraadiikissible qu'autant • 
qnfi ies. q^antîtéà qi4.i s'y traureiit.aS^ctées dv aigiie:n^ 
dical.^erovt pQ«iti:Ye&Or, U e9t.jajsé djQ voir qu'en prjB- 
lumt, Af, p^Uiif^ <(è.qiiî e«t toujovuris perthia, les trois. 
cmantitéa^ 

M*— M M' — M* ■ M^~- M' 

' ' ' . 

n^ peUcV^t ^ èl^en^tive^.eii mime, t^ps, d'oti il 
suijt qM'uqe au. inoîna^ d(^§ auppogjitfoos préiîédeptes aéra 
pp9çil]l^ : or p cbaçuv^ d'oUea dQi^ne 4em^ valeurs de; 
laug ô ou deUAg.4»> ^t par. cpppéqujçiltU.^»». résiiltera , 
dan^ cîbaqiic^ oa^y d^e^x positions du piw ooi^p^iit (^ni 
dppueropit des cir^poQ^eiice^ du cerol^. 

II 4i».it di5. là> I** <m]^n gémirai , pftT chaque poîat. 
d'jMua. «Mr&i^ du fiCttoi^d degr^ ou pei^t toujours faire, 
pl^jsser dieu;i pl^ns. qui fo opup^^t si^iifltnt i^e <;irooa£4^ 
r e^gsç de. oei;de* 

9*^. Xorfiquc^. Ton a fail disparaître de Inéquation de la 
aur/a^e hs recjtaiigles des coordouji^s, Ie$ plaps cou** 
paws qui douNt^At de9 c^^clea $ont pQrpeu4i<»AUi|'99. k> 
l'un des plans coordontiés. 

3^ Gimnie les omditî^ns précédentes ae dét^wiuent 
que les angles d et ^ > et non pas les' coordonnées a ,b,c, 
il existe pour cliaque surface une infinité de plans qui 
donuffl^jt dça oçrçle^ ^ et il^spjit tous parallèles entre eux. 
QuaQt aux indétermùdiéQS (t ^ ^ 9 c > çu peii^ eu diq^Pi^r . 
|)our que l'origine de 4^ V^ trouve au ceutre mè^M d|% 
cercle suivant l^ui^l 1« ^r&oe e^t coupée,^ cçt,^ condi- 
tion s qui rend les ço^cieps de gi/ §t de y' ^f^ , don^e , 
^tre a, b^c , ^^^ çquii^içapa lipéaire^;, d'où il ^ii 
que , pour chaque surface , les centres de tous ces (çercie^^ 
sppt si^u^s sur une ifiêmjÇ lig<^ droite. 

a^K b ^tant s^pposés dét^giinés par. c^s.deii^ 4qua-* 
tlous . c reste encore arbitraii:ç j ni^ijsj BP^^ .*P*P 'Iç^ 
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cercles dont il s'agit soient réels , il faut que le dernier 
terme de l'éqnation transformée en x* et y'* soit de 
signe contraire aux deux autres. Cette condition , cjni 
limite lés valeurs de c , pourra toujours être remplie' 
pour chaque surface , excepté dans les points où elle n^ 
s'étend pas. U suit de là que toute surfaœ du second 
degré peut être engendrée par le mouvement d'un cercle 
toujours parallèle à lui-même , et variable de rayon. 

Sn appliquant ces résultats au c6ne elliptique, on' 
pourra 1« couper suivant une circonférence àè oerde; 
ce qui donnera le cdne oblique que l'on considère rela- 
tivement à son volume dans les £Iémens de Géométrie , 
et dbnt nous aurions pu y quoique avec moins de simpli- 
cité , déduire toutes les courbes du second ordre. Une- 
des sections circulaires étant regardée comme base de 
cette surface , l'autre se nomme sêction aouscontrairê. Il 
est aisé de voir^ par ce qui précède, que, si le côiie est 
droit , la section souscontraire se confond aveo la })a8e. 

On trouverait de même quelles sont les surfaces du 
second degré qui peuvent être coupées suivant des ligne» 
droites -, et les élèves pourront s'oxeroer è cette recherche* 

» 

Des Plana tçngens aux Surfaces du second 

ordre. 

335. Par un jpoint quelconque pris sur une «n^face 
courbe \ on peut iuèner uiie infinité de droites qui ne la' 
rentt)ntretrt qu'en ce jVoint. L'ensemble de ces droites 
forme , comme on le verra tortt à Pheure , une surface» 
plane que Fon nommé ^lan tangent j et qui est , par rap- 
port aux surfaces, ce que sont les tangentes par rapport* 
aux lignes. ' ^ 

Cherchons l'équation du plan tangent relativement' 
atlfx slitfîicé^ du second ordre : pour, cela , reprenons» 
celle de ceè' surfais, qui est « •' 
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En supposant qu'on ait fait disparaître les rectangles 
des coordonnées : soient x%j^*, a"; fes coordonnées da 
point de tangence^ on aura 

A*">+ Ay*+AV+C2i''+ C/+CV+L =a (a) 

Les équations d'une droite menée par ce point, suivant 
une direction quelconque, seront 

a etb représentant les tatigentes trigonométriques de» 
angles que ses projections forment avec l'axe des z, !Dan$ 
les points où cette droite rencontre la surface , ses équa- 
tions subsistent en même tèmps'^Ue les deux précé-* 
dentés. Or, ett lî^rancliant ces dernières Tune de Fautre/ 



on a 



Mettant :povTy^^y"et x-^x" }euriyaleurs donjices par 
l'équation de la drpitç , on aura, relativemept aux points 
d'intersection, 

{A(î+0 +Mb{y+y-)^M'a{x+x''^+Q+Gb^Ca]{z^z"=o. 

Cette équation est satisfaite , quand zr^a"; ce qui donne 
y — y 6^ x-=zx", parce que le point dont les coordon- 
nées ^ont x\ y% z\ est sur la droite/Supprimant le 
facteur commun z — a" , il vient 

A{z+aO+A'^j^+/)+AV(a;4-ii;*)4c+C'H 
Cette équation appartient au second point dans lequel 1» 
droite, considérée <comme sécante, rencontre la surface. 
Si elle est fôngente, ce second* point doit sc: confondue 
avec le premier, et ses coordonnées doivent' êlre Us 



r 



Blêmes. L'équation préc^eûte doit donc ajors être sa^ 
tisfaite> quand on fait 

*=Y> y—y^ z=x:\ 

ce qui donne 

CiO^la» condition n^essaire pourq^u'uuQ droite^ $oit tanr 
gente à une surface d^. second ordi^. Ç^iujqdiç elle nç 
suffît pas pour déterminer les deux quantités a-et ^^ 
une d^entre eltes reste arbitraire; et conséquemment il 
eusto: poni? ^Am^i pciiç^t. im^ in6Aijt4. 46%<Ht4s qui 
JMweni dO) eistte piifc^fâ^té* 

Si l'oii^ élU»^nQ.^ei^4A.nM>7^.dftJeucs,va}^ 
dasi^'les é^paasJtÂpiuide la.d^roiJtej.l^ i^ésu^j^f;, exprimerai 
tottÎDuirs v^fi propriété commune aux. '«^itj^s, qui tpu- 
chent la surface dans le point donné; mais il ne renfer-: 
mera rien qui soit particulier à aucune d'elles; il appar- 
tiendra par conséquent à la surface qu'elles -forment^ 
laquelle aura pour équation 

Cette équation étant linéaire en x ^ j^ , £,le lieu de toutes 
Tes tangentes est un plan qui est lui-même tangent à la 
«UKfaç^ proposée. 

£n déxe}pppant cette expression j^et faisait ii^suge de 
l'équation ^.9^v<^^ la n^iettr^ sous |^ forme la plu» 
simple 

+ Cl," + C>" + C'x'+ 2L =± G. (5) 

Pour W surfaces qui, ont un cç^^tr^jC, Ç ^t C" soi^l 
nufc, lorsque ,i'origi«e dos coordon^i^^pç |^^. placée fâ ce. 
isfoiiii ; r4q*|^9u 4^ plftu, t^pg^î^t 4cv4iifti, ^VS*'* 
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Azz''+ Â!yy''+ Va?«''4^ li'st o: '■ 

336. Une^<lr0ii&)Blbnéè|>arIèp6l^iil^dètaéigenGe,p^- 
pendîculairei^eQt au f^an tangent^ se nomme^nn^MW- 
maie. D'après la première condition , ses équations seront 
de la forme 

• X - x*= a'\z - ^-^y , y -/ = b' iz - z\ 

ce qui détermine a' et b\ Il ne reste fïtts qu*îi substi- 
tuer ces yalenrs dans les équaitions de la normale. Si' la 
surface proposée est de révolution par rapport à un des 
axes, par exempte, cefuî des j' , on a A= A*'; et la va- 

' . m- 

leur de a\ qui devient — y , donne 

z 

pour la projection de la normale sur le plan dés xz : 
cette projectîcb pàiaas^ par Fori^ne des coor.doxinées'y 
il s'ensuit que la normale rencontre l'axe des y. Cette 
propriété est générale; et, lorsqu'une surface est dé ré- 
volution autour d'un axe, toutes ses normales rencon-. 
treMeetaxe.. 

337. JEii iliettaait dsens l'équation an fifaia' tîmgditty 
]^oujrxyt" les ooo^otmées du pbî«t de tangeiice, il 
iêra &cile ensuite dé construire ce pkm. QnfewA- site*' 
ment £ûre Fapf^ykartion de ces résîdtalè'am 4i verses 
surXaoeftifo sepMMl ordne que nàm aisoM dificvtéest 4K 
l'on en vecra naître ]Jluaiears pn^iétéB<r«isiatfquables^ 
Prenons pour exemple l'byperboloïde que nous avons 
discuté dans l'article 3a7. L'équation de cette surface est 

A**— Ay -^ AV^- 1 =» Oi 




n 
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celle du plan taD|;elit sera - 

et en outre on aura pour le point de tangence , 

; '. Aa'^-Ay»— AV"+L = o. 

Pour trouver les points communs au plan tangent et a 
la surface > il faut combiner les trois équations précé- 
dentes de manière à' en éltnûner je ^y oii. %; oar, dan» 
ces points, elles subsistent en même temps* Or, si Ton 
retranclie le double' de la seconde de la soinine des deux 
autres., on trouve 

A[z — zy — A\y —fY ^A" {x— x")» = o. (1) 

La troisième > retranchée de la seconde , donne 

A*'(s — *•) — A'y" {y — /) — k'x' (x — i") = o j 

d'où l'on tire 

Substituant cette valeur dans l'éifuatîon (A) , il vient 

{A'/ {y _/) + AV (X - .r")}* - A AV« (y -/)' 

— AAV»(x— *••)•=<>• ■ 

t 

Ce'résultat, qui ne contient que j> ei y , appartient 
aux points communs au plan tangent et à la surface; 
c'est l'équation de leur projection sur le plan des xy^ 
£lle.est toujours satisfait^, quand xs=x'', ce qui doit 
être 9 puis(]pie le point de tangence é^t nécessairement sur 
la $urfsM^ \ .mais elle est , de plus, débomposaUe en fac- 
teurs du premier degré; car, si l'on fait: 

y— y. =a(jc — X ), ^ 

le facteur x — x'', devient commun à tous ses termes j 
en le supprim'ant , les variables x et j^ disparaissent , et 
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P^Nfi a pour d<éterminer a , l'équatioii da Isecpnâ'd^bré > 

(A'fl/-+ A V)» — AAVzi"* — A A. V» = o ; 

ce qui donne pour clià^e point de la surfece deux va- 
leurs de a; Lorsqu'elles seront réelles , les points com- 
muns, au plan tangent et à l'hyperboloïde auront pour 
projection .dbus:; lignes droites sur le plan des ùcy , et^ 
comme ils sont d'ailleurs âfitués sur le plan tangent, ils iost-- 
nieront aussi deux droites dans FespaoeitLeiir s projections» 
sur les autres plans ooordonnéss'obtiendrcHdt en élimi^- 
nant y ou x de l'équation du plan.tangent , au) moyei^ 
•de celle de la projection déjà trouvée ; ce qui revient à 
-combiner ençemble les équations 

Az" (2 — aO — ^yxy — y") — A v- (a? — UO ^o y 

• • t . . . ». 

• • . . » t .. 

Il s'agit maintenant de savoir si les^ videurs de a se- 
ront toujours réelles. Or, en développant l'équation qui 

détetn^nie cette 4°^^ii<^ > ^^6'^^i^^ • 

A^Aa''*— A>Sû^+2Àdyx''a+ A*(Aa''*— AV*)=:o ; 

bu, en faisiint àsâge dé la relatioù ^ui existe' eiitre les 
coordonnées du point de tangence, * ' 

lia Quantité affinstée Ida: 8^e râdrcal, da'us 'ht Tâieur 
de a y: sera.-' >; /> ^ .1 -.; <;■ » 

" ' ;— A'A*' (A'^''*^:^ L) (it":r'^ — L) -f A'» AV *iî'* > 

oy , en développait , . ,, . . . 

;.:.: "..■ • .^. (.A'A''L(Ay*+A"jc'^— t), t .' . 

qui se réduit enfin à 

Les ti^ois quantités' ^AA-'A'^étant positives, a ne peut être 
réelle qu^aUtant-que L -sera aussi positive :• par consé- 
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AA'A%0ttI«:éUnt}.]Ki«ti9M9i eil' iMiebè {Mir.Mi qpiai» 
taiigeiliiâiiiwBl dmXi ligne» droites; i et il aitf.Ievaai 
hjRfierkolmdc daiMoondoiidre «pilfcniiiseids cett&yva- 
prîété^ «Cetie^fVQpraébé. n'ûifinDe fiu hb>déGmti«a,4ibE 
phn Aapffgytnitonwép dfg^ hirt •.«; car.il-ettMferam^ 
«8«ét -fonr dbftqaooiiointide ^SDgmse^wèae ia&iîlè 
dWti»a iKgaeB droite» qui ■? atiti4fae • ce peint .de eonr 
«nuttree J4 eu^^lBWd. 

* SSft Le^ formules pfécédcntespeaTCTit encore être em- 
ployée) pour mener nn ^lan tangent anx sntfaces'dn se- 
coi\(L/Ofdf e^MUT) vtifi, pplnt ei^téci^ dcmt les cpocdonmôes 
seraient connues. ËneS&t^ en les suppçsant représentées 
par x\y'f z\ elles doivent satisfaire à l'équation du plan 
tangent; ce-qir? donne 

+ca«'+cy+(rx'+;ai=o. 0) 

On^ur^ît, deplfts, ^ .pjoiutdd <3î^g^¥*fr!?^*i*V'.?* 
surface, ^ 

A*'-7hA>T^47A'^'l+a'+C>!+:Cïff',4^ 

£ll.!l^a|rd^ffl^a^''^yuet 2^aQ9Bii»einaèiiimé9y4xi6>^eiit 
équations ne sufiBraient pas pour les* détemûner t on 
peut dpiifCi,. par un n^ème ppint ext^Sear^^Nmiçner une 
infinité de plans tangens à la surface. Si l'on élimine 
x" oay" entre ces deux équations ; Wles dotineront fcs 
projections d^^laeonidbe qui eslfl^^idadetous les points 
de tangence de ces plans : cette courbe est celle suivant 
laquelle la surface serait touchée par une surface co- 
nique qui aurait son centre au point donné , et qui 
^|î?»ti45ygWïdr,é»)pw^ne ligne iiItftii^edM$fli«ttî^ iopuiipr 
ift^iwrftçpar.^jpQWtet k WwrIw l»;§uj5fece.. 
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binaison arec I^it^éii (a) 'ltMtt«rii '■ ent^e «ir'? et A% 
j"" et 2" , aies*" éfttatîoils du* sec6irà dpgré y d'oif il -^it 
que la eowAé deiangeûce sera uaé' section conique ^ et , 
par conséquent, les «urfa<?es coniques , tangentes à 
des surfaces du second ordre, sont elles-mêmes du se- 
cond ordre. 

Si, au lieu f effectuer rélimi^âtion entre les équa- 
tions (1) et (2) , on Veut construire séparément cha- 
cune d'elles en y regardant a:", j^", z" y cônrnxe fdlrUiAts, 
ht preiliîèrér^résèntera tm plan tfav^et»i9 lieu* de la 
cc^urbe de tai^ence; -ce plan seiva dpnç ajoalogue à I91 
cordequf joint les points d^tangence dans les courbea^du 
«ecQnd ordre ;,et ^ en lui appliguai^t ici les oonsidérationsi 
dont nous avQps fait usage pouriaâspjettir, ces OH'dfis 
a, paasev par un. même point, on en déduira aisément 
des propriétés de plans analogues à celles des lignes 
polaires. ^ 

hà> pôal%î6ti diF ytbm- logent sèt^it détenAinée , si 
l'on connaissait^anWeimdpmntf^ }e(|Ud il dût passer ; 
car , ep désignant par a:*, y*, z" , ses cpordonnées , on 
aurait • '. 

+ c*' + Cy' + Cx' + 2L= 0.C :(a) 

Les éqpà^ta <i>^ (a) ^ (3>T'eiiffibbBt- pbùi» <fêt«Mniner 
les ooordonnèea.v%-y'i »î^du:f9(afr J^-tfitngèB^e en fono- 

Un arriverait a un f'ésultat semblable^ çit a^i^ujettis- 
«ant le plan tangent à passer par une droite donnée. 
En effet ;^ soient ât, y*; ;g* ïes côordoiïnéeii d'un point de 
cette droite , son '^quadidn'seta" de la icfcviie " 

a^ b «tant- eoniBiis ^^j|[»ùisque la pc^îtion rde^ Ja^dMÎté 




^-a usa suavACfis 

e«t supposée donnée: QVfX'ijj *' devant satUCurre à 

Véquation du pW tangent ^ on aura d'abord 

-f Ca"-h C/ + C^-^* + flL = o. 

Cette coniiilîon ayant lieu, il suffit, pour que la 
droite soît dans le plan , Qu'elle lui devienne parallèle ; 
ce qui.donne (n® 81) , . 

■ Âz^ + AV+A'a^^o." ; 
On^ura depliis . , . 

A**" + Ay *+ AV^Hr Ca' +Gf ^Cx" + L 2= o, 
pnàisquô le point de tangence est sur la surface. Ces 
frbis équations détcrmîneroirt les valeurs de a?", y, 2^* ; 
et; comme elles sont du second degré', Ft ^ensuit que 
Fon peut , en général , par une droite ddnnéé , mener 
deux plans taugens à une surface du second d^rè 
quelconque. " * ; 

Des surfaces du second degf*4 r<nppp^tee(^ d 

leurs plans diamkres., 






339. On peut rapporter les surfaces du second degré 
JL des coordonnées obliques, ainsi que nous l'avons fait 
p&WlèHtgi>es*dti ibémé ordre. Sîr,)dins l^^utttidi^ gé- 

^ . . . 'As?'+ Ay ^ -H:A"x»-4rî;)^* i-f) B'xi -f 6%'^ ' 

oii les coordonnées , sont rertapgul'ail*,es y W. substitué 
p6<ïr xy2Î les taieurs gé'néi^ales ' ''" ^!T''[r^ '!' \ 

y = ^[99.^J .Thy.cosY; .i:.<.cos.x:,s . ; > 

z •=. X cosZ +y cos Z' *+ tI cos Z", 
danslesqîieUes ^',y, i' soient les coordonnées rela- 
tives à de nouTeaUK axes qui fout «entre eux U« angle 
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q^^ooDque iQt 9çuit {(«mjettis aux eectlfis équation^ 

cos' X -+p cos* Y + ooS* Z t= I , 

00^ X' + eo8«Y' -h cos^Z' = 1 , {A) 

co^K'f'+ eos»T*'+ oos»Z*= 1 , 

ou aura la transformée 

On pourra toujours disposer des indéterminées ; d'où 
d^^énd la position des nouveaux axés pour rendre Hf « 
W «t W * nuls, et cette oondition poiu'r^ mémç être 
Y^mplie d^une infinité d^ manfëres; car on â vu , dans 
i* n* 9qo , 'page 396, qu'en joignant aux trois équ.a- 
tif»^ (A) et aux suivantes : 

( 

les trois équations (B) qui ont lieu qpand l«s axes so^t 
rectangulaires, leur système suffit pour déterminer en 
^qpifâiiilÂB résllM les valeurs ^es neiff incoxtiiue^ ^où 
dépend la position de9 9X^9 : <MS équations ne suffiront 
donc plus pour cet objet ^ quand sm e^ ôtera ^es trois 
équations (B). AlnsiTion-seut^ment on pourra trpuvpr 
des coordonnées obliques par rapport auxqu(sUes les 
surfaces du second ordre aurpnt ^es équatioi^s die méu^e 
forme que par rapport à }eurs ^xes rectangulaires \ 
mais il y a une iriiînité de systèmes qui jouiront de 
cette projNTÎété, et (îont les plans seront, rielativeinent 
à ces surfaces , ce que sont les'diamètres danslç^ courbes 
du même ordre. 

'540. T9^ous n'entrerons pas ^ai^ un plus'gr^nd détail 
réla!tivement aux surfaces du. second ordre. On pour- 
rait, Si faidé des formules prépédçntés, jet .des ipé- 
tliodes données dans les prjêlimlnaires^ découvrir un 
grand nombre de propriétés particulièrjes à çps sur* 
faces. Il sera très utile & (^eux qui auront lu cet ou- 
7* Èdit. 28 - 
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\rage , d'effectuer ces applications qui n'offrent rien 
de difficile , et qui auront l'avantage de les familiariser 
avec l'emploi de l'analyse; mais un pareil détail de- 
viendra it ici superflu. La Géométrie analytique repose, 
comme Ta synthétique , sur un petit nombre de préli* 
minaires relatifs au point > à la ligne droite et au plan. 
Ces élémens^ lorsqu'on les possède bien , suffisent pour 
mettre en équation tous les problèmes qoë la Géomé- 
trie présente 9 sans qu'il soit besoin pour cela. de recou- 
rir k aucune construction particulière. Il ne reste plus 
ensuite , pour les résoudre, qu'à surmonter les difficul- 
tés de l'analyse 9 et celles-ci peuvent étr^ sQuve^t di- 
minuées , ou du moins éludées par un choix heureux 
d'inconnues : c'est un art qui -ne peut s'apprendre que 
dans les écrits des grands géomètres , et surtout dans 
V Arithmétique uniçerseUe de Newton, qui en offre les 
plus beaux e;Lemples. 

Supplément, au chapitre IV. sur les Sections 

du Cône. 

34' .Xies courbes du second ordre peuvent se tirer du 
droit par une analyse plus simple que celle dont nous 
avons fait usage dans le chapitre IV. Pour cela , soit 
(fig. 1 35) C le centre du cône ^ par un poii^t quelconque 
O pris sur cet axe, à une distance donnée c du centre, 
concevons 'trois axes de coordonnées OX, OY, OZ, 
rectangulaires entre eux, et dçnt l'un,OZ9 soit dirigé 
suivant l'axe du cOne même. Appelons ^^ l'angle con- 
stant CAO, formé avec le. plan des ay par une quel- 
conque des droites génératrices, et cherchons d'abord 
à déterminer l'équation du cône ftvec ces données. 

D'après les définitions précédentes, les coordonnées 
du centre C sont j:= o , ^ = o , zzrzo^, ainsi les équa- 
tions d'une génératrice quelconque, menée par ce point , 
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seront nécessairement de la forme 

les coefficiens al, h' étant oonstans pour la même gé- 
nératrice, et yariables d'une génératrice à une autre. ' 

Maintenant, le ^ne étant le plan supposé droit , et 
décrit autour de GO , comme aiLe , l'angle i^' fbrmé par 
toutes les génératrice s^ avec le plan des xy , doit être 
-constant. Or , par l'article ^f , on a en général, 



sin» i/ == 



d'où l'on tire ' 

(a'* + i'«) tangV' =;= i. 

Remplaçons a et b\ par leurs valeurs tirées de Féqua- 
tion de la génératrice, il viendra en général, 

Cette relation convenant à tous les points d'une gé- 
nératrice quelconque, est donc l'équation chei^hée 
delà surface conique; et en efifet, elle s'accorde avec 
celle que nous avons trouvée dans l'aiiiclç 1 05", p. i G8 , 
avec la seule différence que l'angle ^ variable v , formé 
par les génératrices avec l'axe , est ici remplacé par 
l'angle v' ou yo** — *^« . 

Coupons maintenant cette surface par un plan BOY^ 
mené par l'origine O , perpendiculairement au plan des 
xZy et formant avec le plan des xy un angle quelconqiie 
ul \ l'équation d'un pareil plan se réduisant à ^coUq 

de sa trace sur le plan des xz (n** jS) , sera 

I 

z ^sxtangu' (à) 

et, en la combinant avec celle de la surface conique ^ pn 
aura' les projections de la courbe d'intersection. Or , 
quoique la position que nous donnons ici au plan cou- 

28.. 
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pant sQÎt particulière relatirement aux plan» «oordoB- 
nés^ cette particularité ne limite nullement la nature 
de Finteraectton qui en résulta ) car , en Gonoeyant un 
pian mené par le ppiotO d'une manière «fatokanattt 
<}ueloonq^e>Pn pourra tonîouri obouûr les plans ooor- 
dpnnés de tdle sorte> qa» l'unU'^ux, odnî des xz , 
lux dfiviaiii^ perpendiculains > et > à cause de la fioraie 
symétrique 4u cilne ^^utoor de son axe > la sectâon an-- 
gulaire ACD, formée par les deux géoératfioes cppa^ 
sées, sera toujours la même, ainsi que la oourbe d'in- 
tersection. Mais ; au lieu d'employer directement l'équa- 
tion (2) , qui donnerait seulement les projections de 
cette courbe , prenons de nouvelles coordonnées situées 
dans le plan coupatit, afin d^obtenir Féquation de Pin- 
tersedion dl^méme, Â octefiet, oonsenrdois fxmjews 
les mêmes ^1 que nous désignemns seulement par y' 
pour les spécifier; mais substituons aux s et aux xla 
seule Abscisse OP', ou x'; comptée sur la trace OB du 
plan CQnpant. Alors » si n^us oonsidérOAs un yoint ^puib^ 
pouque de Tinterseçtioi^^ poûi; leq«(d QP agit m tt FF 
soit z f la troisième coordoiuiàs^ étattA perpendievdaire 
aux deux premier^' e^i F, 01% aura évidemment 

^ =£:y, xésa/ coSt/, z:^afsinu*'^ (3) 

puis 7 substituant ces valeurs au lieu de x^ y , ^9 dans 
l'équation de la suriace conique , on aura «a •s^ y% 
l'équation de l'intersection ^ laquelle p api^èa les rédîto 
tions^ sera 

y'nâttgV'+a<V!Oi^»'(tangV-N.UngV)4-îica/sî^a=c% (4) 

Pour développer successivement les diverses formes de 
courbes qu'elle peut donuiff*, il suffit de faire varier l'angle 
il ou BOX , formé par le plan coupant aveo l'axe du cône; 
depuis zéi'o jusqu'à 90 degrés] car la symétrie de. la sur- 
Êicé conique autour de son axe , fait que les mêmes formes 
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d^fltersection reviendraient , pour des valeurs de v! com- 
prises dans les autres qtiadrans. Commençons donc par 
faire %i nul > ee qui fait coïncider le plan coupant BOT 
avec la base du cdne; alors F équation de Pintersèction ] 
étant divisée par tang* if\ devient 



f'* «-^ cd^ C2r ■■■■ « . 



tang* v'' 

c'est-à-dire qu'elle représente une ciroonfiéreoce de 
cerde déorite du point OyComme oentre, avec un rayon 

égal à I , , ou à la longueur AO. 

n ett.ÛMile de voir que cette seule position du plan 
ciMifNiiit peut donner le cercie} ear Féquaticoi du cercle 
Giige que les ooeffidras de /"" et de j/* a^nt égaux 
entre eux; or, ai Poaétddit cette égalité, il irlent 

t • • • 

tang* V* = cos* u (tang* i>* — tamg* u) 

ou . tanig^ v' ma* u' s= — sin* U , 

qui peut se mettre spus la forme 

{tang* %/ 4r \\ sm* «^ 3=: o ; 

et fou voit que cette condition ne peut être satisfaite 
qu'en faisant sin u nul ^ ce qui donne pour u les deiun 
valeurs ^ 

u -==0 ou bien u 53 1^^* 

tf o4 résultent deui positions du plan eoupant , qui ie su- 
perposéht ; et dont la première est celle que noua avons 
considérée. 

Partant donc de cette position du plan coupant, faî^ 
sons gradueHèméttt croître P angle ié. Tant qu'il sera 
moindre que i/, rncKnaîson des génératrices sur ïe pïân 
des :ry , la trace BOB' ne sera pas paralMe à l*arête Cu 
opposée \ CB ; elle coupera donc ce^ deujt arêtes aui 
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point» B; B' , situées sur une même nappe de la surface 
conique, et par conséquent, ne pourra plus aller le» 
couper une seconde fois sur l'autre nappe. L'intersec- 
tion sera donc alors une courbe fermée qui s'étendra 
sur une seule des deux nappes du cône* Dans ce cas , 
tang* u étant moindre que tang' if , les coefficiens de 
x'^ et de y^ seront tous deux positife dans l'équation 
générale de Tintersection : cette condition carfeictérisera 
les ellipses. 

Lorsque i^ deviendra égal à i^' , le plan coupant BOY 
sera parallèle à l'arête CD. Il ne rencontrera donc plus 
cette arête ; ou , si l'on veut , il la rencontrera seulement 
à une distance infinie du centre. Alors la courbe sera 
encore bornée h la seule nappe BGD ducdne; métis elle 
s'étendra indéfiniment sur cette nappeà partir dupointB. 
La condition u ^:=ii/ fait disparaître le coefi^ient de s^ 
dans l'équation générale de l'intersection, et elle se vè- 
duit à 

y tang^ if' -|- 2CJ?' sin u zs^c* ^ 

qui exprimera généralement. une parabole. 

Enfin, l'angle u ou BOX croissant toujours , et deve- 
nant plus grand que if ou GDX , le plan coupant ne ren- 
contrera plus l'arête CD sur la nappe BCD, mais il la 
coupera sur la nappe opposée du cône. Lajoourbe d'in- 
tersection sera donc alors formée de deux branches sé- 
parées, et opposées en directions, dont chacune s' étendra 
indéfiniment sur une des nappes. Dans oecas,,.tang^ u' 
surpassant tang^ ^% le coefficient de x'^ sera négatif, 
celui àey'* étant positif. Ce sera le caractère des hyper* 
boles. 

On voit donc que notre équation (4) reproduit les 
trois mêmes sortes dç courbes que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV, en fixant par des données diffé- 
rentes , les positions successives du plan coupant, i^ai^ 



DU SECOND ORDRE. 450 

le caractère analytique de chaque, espèce de courbe se 
découvre pliis simplement ici , parce que la variabilité de ^ 
position du plan coupant est plus aisée à suivrev On 
pourrait égafèment tirer de notre nouvelle équation (4) 
les divers cas particuliers que nous avons obtenus par 
l'autre méthode dans le chapitre IV. Par exemple , le 
point considéré comme cas particulier des ellipses , s'ob- 
tiendra en faisant c nul et u moindre que p ; de sèrte 
que les . coefi&cièns de y ^ et de a;'* demeurent tous 
deux positifs. I^a ligne droite unique, considérée comme 
cas particulier des paraboles', s'obtiendrait aussi en 
faisant c nul ^ et u égal à i^' , ce qui réduira l'équation 
de l'intersectioà k y' =^0 , équation de l'axe des x'. 
Enfin, les deux droites non parallèles, considérées 
comme cas particuliers des hyperboles, s'obtiendront 
en faisant c nul jamais 14^ plus grand que r ; de sorte que 
le Coefficient de x'* devienne négatif , celui dey'' restant 
positif. Les deux droites d'intersection seront alor^ les 
deux génératrices opposées suivant lesquelles le plan 
coupant. rencontre la surface conique. Ces trois cas pair- 
ticidiérs placent toujours le plan coupant au< sommet 
du cône , et donnent ainsi les mêmes conditions , soit ana- 
lytiques, soit^éométriques , que nous avions trouvées 
dans le chapitre IV. 

Pour employer notre nouvelle équation (4) à la dis- 
cussion particulière des trois espëees de courbes tfîn ter-' 
section, il faudra commencer par trouver lés points d'îo- 
térsectioB avec l'axe de^x\ comme nousr Savions fait par 
l'autre méthode , c^cst-i-dire en suppôsaïÀ y' nfat' Mais 
iciyl'origine de» coordonnées y, a?', n'étant plus placée 
sur un point de la courbe ', aucune des abscisses' de^'{)ôînt^ 
d'intersections^ ne sera nulle: Néanmoins on' pdhri^ âé' 
même transporter l'origine à l'un de ces points , dans le 
cas de la parobole où au milieu de la droite qui lés joint 
dans le eas des hyperboles et de» etttpses. Cette t»*a!nsfoi*- 
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maiiôB faite , tout le reste de la dîscusftîon suîvta eonune 
pfécédtiiikitBient. 

Ou fiolurrait ibème , si oA le Jugeait à propod , rMiénet 
tout de suite Mkm noviTsUé équotUm (4) à là même 
forme que telk du chapitre lY, cti trltnrfonilatlf l'ori'- 
gitiedesi»" aupôlnt B^l'oii des soniiMtsdek MHk'bèdlti- 
teM€tiei>< Eti ^Eet ^ ladistaaœ BO de c» point k P^lgitie 
peut ai^énient se déduire du trktngle BOC^ dans leifbtél 
on connaît l'angle C égal ii 90«— v' y Vm^ B ^d à 
i/ + tt i et le oôté OG égal à c Car , il cta #éS«rKfe ^e 

BO est éfial à . / / . — tv- «î donc on voulait prendre 
^^ «m (l' ■+• it ) *^ 

de notivdkd absoissits a;'' à partir du poliit D, êàiïs le 

seàs B»'^ il fandi^t faite 



sm 






â? 



£d substituant cette valeur d6 V danl l'tquatîoli (4)^ le 
terme indépendant des variables y' et œ" t'évaéouH de 
lui-mén^e^ parce que la nouvelle oi^igilie des fxknrdnn^ 
nées se tcouveplaoée à Vltn des points de iacxmrbe d^in- 
to'seeti^n } et l'éfpiAtion transfômaée te réduit k 

y'Hin^i^^'i'afhin (^*4-^')s'n(f — uy--tàcx*8mpù6ai''cosu = Ok 

Alors oti peut lui appliquer immédiatement le m^e 
" de discussion dimtt ,no^ evobs ùi% usago au oommunar* 
ment de chaqUe chapitre. Il est aisé de toir ^e oétte 
£prme est précisément la snème que nous arioni tifouvéo 
dans \t chapitre IVi page 17 i ) en eflet^ poiir s'en «Km^ 
vaincre, il suffît d^ cdnsidérsi^ que nous avioM pris aloru 
pour données l'angle BGÛ de la j^énérairicê av?o l'saœ 
que nous avions bonuaé i^) l'anj^e OBO Ibriné par Ib 
plan coupant avec Tarète GB que nouis «fions aolnmé «^ 
et enfin la distand^ GB ^ue ttôiis avions nùmmée a\ Par 
amséquent^ <»s dcniiées sont liées avec les angles f'yti^ 



(^) 



et c par les riglations suivantes : 
d'où Toû tiré 

Tâtetûri qtki étant sttbstituéêS dans Péquation précédente 
la cliangènt efi 

y'* oos* if + sîn » sin (i + av) C**-^ « sill 3v âitt ^S;o;^ 

ce qui é^t M éfflst iâetttiqi^ Wec l'équation (4) de la 
page 171. 

Préciê dêèlPbrrnuUs trigônomèttiquéê lès plus 

iiêiêoUeê. 

34a- ïj^isqtfxjtk fait qtielcfaé ApplicttîoQdd la Géomé- 
trie analytique, t^n a soutint besoin d'employer les Ibr^ 
mules andytique» de la Trigonométrie ; mais ces for- 
mules sent si variées , qu'il iwt difficile de les avoir 
toujours présentes à la mémoire > c'est' pourquoi fmi 
placé ici un précis de celles qui sont les plus usuelles^ 
afin qu'on les trouve ainsi rassemblées au moment pji Pon 
en aura besoin. Quant à leur déttionstration, ainsi qu'à 
l'exposition des prinoîpts sur lesquels elles reposent , 
on devra les cbercher dans les exoellens traités Ûë 
Trigonométrie que notiS possédons. 

On doit se rappeler d'dbord(n'^ 3S) que toutes les lignes 
trigonométriques peuvent s'exprimer rationnellement 
en fonction du sinus et do cosinus de l'arc: auquel elles 
appartiennent , ce qui détermine à la fois leurs valeurs 
et le signe qu'on doit fai^r attribuer» Soit a ¥urty R te 
rayon dé la cireonlè^aoe i laqoeHe il afpartietitr) du' 
a toujours 
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^ sin a ^ «> 008 a 

tang a = R ; cotang a = R .-^ : 

Gos o sm a 

. R» , R' 

séca = ; oosec a = 



. cos c sm a 

CSela posé , toutes les formules trigonométriques dérivenJt 
des quatre sniyantes , qui expriment les sinus et cosinus 
de la somme ou de la différence, de deux arcs , en fonc- 
tion des sinus et des cosinus de ces arcs. Soient a et 6 
les arcs donnés , supposons que le rayon du cercle soit 
pris pour unité , on aura 

(i) ^in (a + ^) = sin a cosb -H sin b cosa 
cos {a+ b) = cosa cosfr — sin a sin b: 
sin (a — b) == sinacosi — sin & cosa: 
cos (a — b) = cpsa cosb + sin^ sin a 

divisant ces équations i^embre k membre , on en tire 

sin a cos b -f- sinb cos a 



tang (a + b) = 
tang (a — ô) = 



cosxz cos b -<- sin a sinfr ' 
sinacos^ — sin ^ cosa 
cos a cos b + sinb sin a' 



Diyisant les deux termes des seconds membres par 
cos a cosb , et substituant tang a et tang 6 aux rapports 

sin g sin b 

cosa' cosb* 
on aura 

tang (a + b)= t^^g^ + tangA 

1 — tang a tang b ' 



Ung (« - M :s tang g- tang & 

1 + tang a tang o 



> ^ 



expressions qui donnent la tangente de la somme et 
de la différence de deux. arcs en fonction des tangentes 
de ces arcs. 
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Si l'on fait a=& dans les formules précédentes^ 
elles donnent 
sin sa = asin a oos o , oosaa = cos' a — - 8tn*o ^ 

!2tane a / 

expressions qui donnent le sinus , le cosinus et la tan- 
gente, de l'arc double en fonction des sinus , cosinus 
et .tangente de l'arc simple. 

Reyenant aux équations (i)., si on les ajoute membre 
à membre , on aura 

sin (a -f" ^) + siu (a — ^) = 2 sin a cos b ; 
sin {a + b) — sin (a — 6) = fl sin b oos a •, 
008 (a -+ b) + cos (a — &) = a cos a cos ô ; 
oos (a — 5) — cos (a -|- ^) = a sin a sin ô. 

Soit 

a^b z:=u f a — ^ = v, 

ce qui donne 

les formules précédentes deviennent 

sini/-f-8ini'=asins (u+p)oosi{u'-^p) , 

(a) sin u — sin i^ =r a sin 7 (u — i')oos; (i^ + v) , 

cosM+cosi'==acos5-(ï* +*')cosi(i* — f), 

cosv — cos u ==r a sin I (i« 4" ^) sini(i* — v), 

expressions qui servent à transformer une somme qu une 
différence de sinus et de cosinus, en un produit^ et à 
réunir ainsi deux termes en un seul. 

Si l'on divise les deux premières formules membre à 
membre , elles donnent 

sin u + sin i^ tang i (w + ♦') 

— ^ - ■ ' I ^ *"— Il ii V .i. , M m If m il 

. sm u — sin f tang y (i* — f ) 
relation remarquable par sa symétrie* 
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Si fou mttltifdie em éfuathms membre à membre , 
en observant que , en général , 2siny cmytssimn ity , 
on en tire 

sin* u — sin* f^ sac An (u + ^) ^^ (» -~ <^) ? 

oos*v-~côflPiéS3fim{u-4"^)'ît^ («* — ♦')> 
qui sont aussi d'un fréquent usage. ' 

NotiS avons trouvé tout k Theure 

sin2a = 2isinacosa^ oos a a «s OOi^ a «*- sin* a. 

Im mcMdm de ee» équations petttse mettre «ras les 
deux formes suivantes : 

oos a a = 1 — - 9 sin^ a , oos aaz^a cos* a •— i ; 

d'où Poa tire 

sin* a «= ■ ■ ' , , oos • a =3 ■ 

On se sert de ces expressions pour substituer aux carrés 
d'un sinus ou d^ln cosinus la preiiiifcre puissance du oo~ > 
sinus de l'arc double. • 
Soit 2 asauy d'où acs^l u, ces formulai deviennent 

et divisées membre à membre ^ elles donnent 

tanir* i m =:± — ; 

^^ * 1 Hh eos lé ' 

OM) si Pan ve«t tirer la: vàknr de oos u : 

1 — tang"îtt 
r+tang*T" 

Ces formules sont aussi d'une application fréquente. 

De même que nous avons trouvé le sinus et le cosi- 
nus de l'arc douUe , on trouvera le sinus et le cosinus 
de l'arc triple.lî sdfly: de faire, dans les formules 
(i) ,br=2a'j elles donnent idors 



1 — %AuW ~ 

co$u 



^ 
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fin 3a es 8tn aoM 9a 4* finiH^ eot dy 
cos 3a=: cos a oos sa — sin a m na; 

substitofzit pour An sa et oûs oa leiir« .valeurs , 
2 sin a cos a , et cos^â ^— sîn^'a^ elles deyiennent 

oos 5a t:^ — 3 ços a sin'a + oos^a, 

et elles peuveut sç mettra 8ou3U£)rzQ^ • 

«in5a:^a>0'« {3 tang a^Mtaiig^a}'^ 
êot 8aff3«XM?a {y «M^S tangV&j. 

En général, n étant un nombre entier quelconque , on a 

nna=cos"a J ntanga 1^— tang'a+ =-^ — -tang^a..etc.> 

^ f Ti.n— 1 „ - n.n — i.n — 2.71 — 3^ . ^ ) 
cos na = ooflraj i -^ tangua r ' ' "^j ' a" ■ ' ■ ' t aaBytft*etc. > 

Ces formules dosent le siuus et le cosijius d'un ave 
multiple quelconque en fonction du sinu^ et du opsiims 
de l'arc simple. Les coei&cien^ des difiPérens termes sont 
ceux de la n}*""' puissaûoe du lûnoiBe. C^ pourquoi on 
peut rassembler ces sérigs sous la forme suiyante : 



0ita=- 
2 



cosna 



-^jcosa+V^— i.sinaj — ~^|eosa— |/— i.sinaV 

= -j oosa+»V^-f-j %iii> +^|cosa^V^— isinaV . 

Et en eflFet , en déyeloppant ces expressions abr^é/^S; 
elles redonnent lés deux séries précédentes , conune ôh 
peut le Térifier aisément. 

Réciproquement on peut expi4încr les diverses puis- 
sances queleotiques du sinus «t do coginus^de favc simple 
e» ibnction du rhus et du oomiMM de l^arc jnivlijfile ^ et' 
Blême., en «nployant plusitfurf arcs Jimlti|lle09 m. peat 
rendre œs expressions linéaires. Peur le prouver , il fmt 
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savoir qu'en déTdoppant le sinus et le cosinus en fonc- 
tion de Tare , on a 

sin x = X — ^ = + • . ^ , . . etc. 

1.2.3 1*2. 3. 4. 5 

X* x^ 

C06 X =: l •— H 5-7— . . . .'CtC 

1.2. 1.2.3.4. 

Dans ces expressions , la lettre x est censée désigner , 
sous les signes de sinus et de cosinus, Parc même que 
Ton considère; mais, hors des signes, elle exprime le 
rapport de cet arc au rayon pris pour une unité de lon- 
gueur; de sorte que, si l'on voulait faire reparaître le 

X 

rayon, il faudrait écrire partout - au lieu de x, dans 

le second membre, et , au lieu de sin x et 

t ces X dans le premier membre de cette équation. Or , 
en adoptant ces séries , si l'on représente par e le nombre 
dont le logarithme hyperbolique est Funité , elles peu- 
vent se mettre sous la forme 

sin fc = 1 ' ' ' 

2»/— 1 ' 

COS X «= ' ; I 

d'où Ton tire 

tf* ^"~' =^ c<Ss X + V^— 1 . sîn *'; 
é~^ ^""' •— COS X — V^ — ^ • sin x. 
Soit m un nombre entier quelconque, en changeant a: 
en 7nx , on aura de même 

^mx %r— I __ ^g yj^^ + V^ — 1 sin mx ; 
g— mx v—^—^ ^jog jujP .^ |/-^ 1 gin nue, 

c'est sur cela qu'est fondée la transformation que nous 
cherchons.' En' effet, d'après les valeurs précédentes de 
sin x et cos x , on aura 
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COS^JC = \ : } » 

OU , en déyeloppant les seconds membres par la formule 
du bî nome, 

■ 

1.2e 

-i- etc. 

,«arv^-i^^^(«-a)x\/-i 



,1 




cos" x = --< _ n.Ti— 1 



,(/»— 4)*^— I 



\ 



1.2. 

+ etc. 
Les diiférens termes compris entre les parenthèses du 
second membre sont tous de la forme c"*^^""^; par con- 
séquent, lorsque le développement sera complètement 
effectué , on pourra substituer à leur place les expres- 
sions équivalentes ços mx-f-^/ — i.sîn mx, dans les- 
quelles le nombre m aura successivement pour valeur 
n; n — 2 , n — ^4. . . Alors les coefficiens imaginaires 
disparaîtront d'eux-mêmes par la division , ou par la 
destruction mutuelle des termes qui les contiennent , et 
les valeurs de sin"x et de cos"x se trouveront exprimées 
linéairement en fonction des sinus et cosinus d'un cer- 
tain nombre d'arcs multiples. 

Les expressions que nous venons^ de rapporter suffi- 
sent pour exécuter toutes les transformations qui peu- 
vent être le plus ordinairement nécessaires dans les cal- 
culs analytiques. Si l'on voulait avoir de plus grands 
détails sur cette branche importante de l'Analyse , il fau« 
draît consulter l'ouvrage d'Euler intitulé : Tntroductio 
in Analysis infinitorum^ 

FIN. 
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